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Zum propadeutischen Grenzwert

Ziel ist nicht die Hochschuldefinition, nach der eine Folge (an )nEN genau dann gegen einen

Grenzwert a konvergiert, wenn folgendes gilt: Ve >0 3nyeN Vn=>ng |a, —a|<e. Schon
der Begriff der Folge ist nicht im Kemcurriculum enthalten.

Beispiele (wie die Approximation von =, die Approximation von \/E etwa nach Heron oder
die Approximation von % durch Dezimalbriiche) zeigen, dass die approximierenden Werte
sich immer mehr einem Grenzwert nahern. Hier ist die Vokabel ,ndhern“ noch zu unscharf,

denn % nahert sich fur grélier werdende Werte von n nicht nur der 0, sondern auch der —1.
Die approximierenden Werte sind bekannt, der Grenzwert haufig noch nicht. Was soll nun
der Grenzwert sein? Hier erweist es sich als sinnvoll, den dynamischen Aspekt (man kann
immer weiter approximieren) zu ersetzen durch einen statischen Aspekt und dabei auch die
Blickrichtung umzukehren: Nun argumentiert man vom Grenzwert her und Uberlegt, welche
Eigenschaften er in Bezug auf die approximierenden Werte haben muss.

Eine erste Annaherung kann darin bestehen, dass man sagt, dass in jeder (auch noch so
kleinen) Umgebung des Grenzwerts unendlich viele approximierende Werte liegen mussen.

Das Gegenbeispiel (—1)n + 1 zeigt jedoch, dass man diese Forderung scharfer fassen muss:
n

Aulderhalb jeder (auch noch so kleinen) Umgebung des Grenzwerts dirfen nur endlich viele
approximierende Werte liegen.

Gibt man also einen beliebig kleinen (absoluten) Abstand vor, so haben die
approximierenden Werte, wenn man nur die Approximation gentigend weit fortsetzt, einen
noch kleineren Abstand zum Grenzwert, und das bleibt auch so, wenn man die
Approximation noch weiter fortsetzt. Das ist der anschauliche Hintergrund der
Hochschuldefinition.

Einige mogliche Fehlvorstellungen:

a. ,Der Grenzwert wird nie erreicht*: Betrachtet man f(x)= 1 sinx—2* 50, so
X

durchquert der Graph die x-Achse sogar unendlich oft.

b. Numerisch sind die ersten approximierenden Werte interessant; denn je weiter man
approximiert, um so weniger unterscheiden sich die Werte. In Bezug auf den Grenzwert sind
dagegen die ersten Werte uninteressant. Es ist sogar so, dass der Grenzwert sich nicht
andert, wenn man eine grof3e Anzahl von approximierenden Werten permutiert oder sogar
weglasst.

c. In vielen (aber nicht allen) Fallen hat der Grenzwert eine andere Qualitét als die
approximierenden Werte. So sind die approximierenden Dezimalzahlen zu % alle

abbrechend, wahrend der Grenzwert es nicht ist. Die approximierenden Werte beim Heron-
Verfahren sind rational, wahrend der Grenzwert als Wurzel irrational ist. Bei der
Kreisberechnung werden Kreise durch n-Ecke approximiert, wahrend die Grenzfigur (der
Kreis) nicht eckig ist.

d. In der Notation wird gewohnlich zwischen Rechnung und Resultat der Rechnung nicht
unterschieden (a +b ist oftmals keine Handlungsanweisung); ebenso unterscheidet man in
der Notation nicht zwischen Grenzprozess und Grenzwert, obwohl es sich um

Verschiedenes handelt. Die Schilerschwierigkeiten mit 0,9 =1 haben hier ihre Ursache.
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e. Grenzprozesse sind mit dem nur auf den ersten Blick banalen Begriff der Unendlichkeit
verbunden: Im Vergleich zu dem, was man an Approximationen schon geleistet hat, hat man
alles noch vor sich, und das, was man noch vor sich hat, wird auch nie weniger.

f. Auch wenn man Uber Grenzwerte reden kann, so kann doch ein Grenzwert numerisch oder
geometrisch unbekannt bleiben. Méglicherweise kann er nur durch die Approximation
beschrieben werden. Das ist etwa bei & der Fall. Anders ist es bei dem auch geometrisch

konstruierbaren Bruch %(: 0,5) oder der auch geometrisch konstruierbaren Wurzel \/E

anders.



