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Vorwort

Liebe Kolleginnen, liebe Kollegen,

dieses Heft ist in einem Schulversuch des Landes Niedersachsen extra zu dem Zweck entwickelt worden,
um mit dem Taschencomputer (TC) ein durchgangiges Konzept fiir einen effektiven Unterricht zu haben.
Neben neu entwickelten Aufgaben wurden auch Aufgaben aus Lehrbiichern ausgewahlt, die speziell fir
einen Unterricht mit dem Einsatz eines TC geeignet sind.

Im Schulversuch konnte gezeigt werden, dass ein Unterricht mit diesem Aufgabenmaterial und dem
Einsatz eines Taschencomputers einen Mehrwert an m athematischer Kompetenz erbringen bzw.
diese wesentlich unterstitzen kann. Zudem wurde deutlich, dass durch den Einsatz des Taschen-
computers die Kommunikation der Schilerinnen und Schiler unterstiitzt und eine Vorgehensreflexion
gefdérdert wurde. Von groRer Bedeutung fur eine erfolgreiche Arbeit mit einem Taschencomputer ist
ein ganzheitliches Unterrichtskonzept, in dem darauf geachtet wird, dass neben offenen, kreativitats-
fordernden Aufgaben mit Rechnerunterstiitzung immer wieder auch mathematisches Grundkénnen
ohne Rechner geférdert und eingefordert wird.

Um den Schilerinnen und Schilern mehr Verantwortung fur ihr eigenes Lernen zu Ubertragen, ist es sinn-
voll, ihnen vor einer bewerteten Leistungskontrolle Gelegenheit zur Selbsteinschatzung zu geben. Mit den
"Ich kann ..."-Abfragen werden die wichtigsten inhaltlich gebundenen Fahigkeiten und Fertigkeiten der
jeweiligen Unterrichtseinheit beschrieben.

Die Aufgabensammlungen fiir die einzelnen Unterrichtseinheiten sind so zusammengestellt, dass sie
die in den Bildungsstandards geforderten Kompetenzen vermitteln und unterstiitzen. Zu dem Themen-

heft fir Schiilerinnen und Schiler gibt es entsprechend entwickelte Handreichungen fir Sie.

Dieses neunte Themenheft hat vier Kapitel.

1. Anderungsraten und Ableitungsfunktionen
2, Ganzrationale Funktionen

3. TC-Hilfen

4. Kopfiibungen — Basiswissen

Im Themengebiet ,Anderungsraten und Ableitungsfunktionen’ werden die mittlere Anderungsrate und
der Differenzenquotient anhand von Aufgaben aus verschiedenen Sachzusammenhangen eingefihrt.
Die grafische Darstellung fiihrt zur Anderungsraten- und Steigungsfunktion. Mithilfe dieser Begriffe wird das
qualitative Verstandnis der Anderungsrate durch Umwandlung von Anderungsratenfunktion in Bestands-
funktion und umgekehrt geschult.

Dann wird die lokale Anderungsrate an einer Stelle in den Blick genommen und in unterschiedlichen Kon-
texten durch Verfeinerung der Intervalle naherungsweise bestimmt. Dabei werden funktionale Zusammen-
hange auch mithilfe der Sekantensteigungsfunktion ,msek’ untersucht. Die Tangente am Funktionsgraph
wird als geometrische Grenzgerade einer Sekantenfolge interpretiert, damit verbunden werden die Vorstel-

lungen der Ableitung als ,Tangentensteigung’ und als ,Grenzwert der Sekantensteigungen’.



Zusammenhange, die durch einen Graphen dargestellt sind, werden hinsichtlich inrer Anderungsraten an
beliebigen Stellen untersucht. Der Verlauf der Anderungsraten wird durch den zugehérigen Ableitungsgra-
phen veranschaulicht.

An einem Hohenprofil wird der Verlauf von Steigungen untersucht und beschrieben. Dabei werden die Be-
griffe Hochpunkt und Tiefpunkt eingefiihrt. Mithilfe besonderer Héhenprofile werden Monotonie-Eigenschaf-
ten qualitativ erarbeitet und Zusammenhange zwischen diesen Eigenschaften und der Gestalt des zugehdri-
gen Ableitungsgraphen herausgestellt.

In Umkehrung der Gedankenfiihrung zum grafischen Ableiten wird vom Ableitungsgraphen auf den Aus-
gangsgraphen geschlossen.

Im letzten Kapitel wird die Ableitungsfunktion analytisch betrachtet. Erste Ableitungsregeln werden erarbeitet
und sowohl anschaulich wie auch algebraisch begrindet.

Im Themengebiet ,Ganzrationale Funktionen’ werden zunachst Produkte linearer Funktionsterme betrachtet,
anschlielend in der Produkt- und Summendarstellung untersucht. Aus der Produktdarstellung heraus wer-
den Aussagen uber die Vielfachheit und die Anzahl der Nullstellen abgeleitet.

Es schlieRen sich algebraische Untersuchungen ganzrationaler Funktionen im Hinblick auf globale und lo-
kale Eigenschaften wie Symmetrie, Verhalten im Unendlichen und Extrempunkte an. Wendepunkte sind kein
Inhalt des niedersachsischen Kerncurriculums fir die Sek I. Dennoch bietet es sich im vorliegenden Unter-
richtsgang (optional) an, zumindest die ,Kandidaten® fir Wendestellen algebraisch zu bestimmen.

Bei der anschlieRenden Betrachtung verschiedener Optimierungsprobleme steht der Modellierungsaspekt im
Vordergrund.

Vermischte Kopfiibungen sind eine ritualisierte Lerngelegenheit fiir das Wachhalten von mathematischem
Grundwissen aus friheren Themen und Klassenstufen. Sie enthalten jeweils Grundaufgaben bzw. deren
Umkehrungen zu verschiedenen nicht zum aktuellen Stoff gehérenden Begriffen, Verfahren oder Zusam-
menhangen, die dauerhaft verfigbar sein sollen. Sie sind Teil einer Selbsteinschatzung der Lernenden mit
dem Ziel, Aktivitdten zum Fullen individueller Licken anzuregen.

In jedem Unterrichtsbaustein lernen die Schilerinnen und Schiler wichtige mathematische Begriffe, Zu-
sammenhange und Verfahren sowie deren typische Anwendungen kennen. Diese Lerninhalte sind auch fur
erfolgreiches Weiterlernen von zentraler Bedeutung. Wir nennen solche Lerninhalte kurz Basiswissen.

Mit diesem Band ist CAIIMERO am Ende des Jahrgangs 10 angekommen. Wir haben einige Aufgaben aus
vorigen Banden z. T. leicht verandert aufgefihrt, die exemplarisch wichtige Eckpfeiler des Basiswissens im
Hinblick auf die Entwicklung funktionalen Denkens darstellen.

Die Aufgaben aus diesem Teil helfen durch regelmafige eigenstandige Arbeit die Wissensliicken wieder zu
schlielen, die Schilerinnen und Schiler erinnern sich an mathematische Kenntnisse und mobilisieren ihre
Fertigkeiten sowie Fahigkeiten. Langfristig kdnnen sich so eine hohe mathematische Kompetenz und ein

gutes Basiswissen entwickeln.

Die Autoren dieses Themenheftes wiinschen lhnen bei der Nutzung der Arbeitsmaterialien in Verbindung mit

den Handreichungen viel Erfolg!

Bergkirchen im Mai 2012
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Kompetenzen

Mind Map mit Inhalten
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Kompetenzen

Prozess- und inhaltsbezogene Kompetenzen

Anhand dieses Unterrichtsmaterials kdnnen bei entsprechender methodischer Umsetzung folgende prozessbezogenen Kompetenzen des Kerncurriculums von den
Schilerinnen und Schilern schwerpunktmaflig erworben werden:

Mathematisch
argumentieren

Probleme
mathematisch losen

Mathematisch
Modellieren

Mathematische
Darstellungen
verwenden

Mit symbolischen,
formalen, ...

Kommunizieren

« erlautern prazise ma-
thematische Zusam-
menhange und Ein-
sichten unter Verwen-
dung der Fachsprache

« kombinieren mathemati-
sches Wissen fiir Be-
grindungen und Argu-
mentationsketten und
nutzen dabei auch for-
male und symbolische
Elemente und Verfahren

« bauen mehrschrittige
Argumentationsketten
auf, analysieren und be-
werten diese

« geben Begriindungen
an, Uberprifen und be-
werten diese

« stellen sich inner- und
aullermathematische
Probleme und be-
schaffen die zu einer
Lésung noch fehlenden
Informationen

« nutzen mittlere und lo-
kale Anderungsrate zur
Problemlésung

« nutzen Tabellen, Gra-
phen, Terme und Glei-
chungen zur Bearbei-
tung funktionaler Zu-
sammenhange

« nutzen eine Tabellen-
kalkulation und ein
CAS-System zur Dar-
stellung und Erkundung
mathematischer Zu-
sammenhange sowie
zur Bestimmung von
Ergebnissen

« teilen ihre Uberlegun-
gen anderen verstand-
lich mit, wobei sie vor-
nehmlich die Fachspra
che nutzen

« prasentieren Problem-
bearbeitungen, auch
unter Verwendung ge-
eigneter Medien

« verstehen Uberlegun-
gen von anderen zu
mathematischen Inhal-
ten, prufen diese auf
Schlissigkeit und Voll-
standigkeit und gehen
darauf ein

« beurteilen und bewer-
ten die Arbeit im Team
und entwickeln diese
weiter

© T3 Deutschland
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Meth./Did. Hinweise

Hinweise zu rechnerfreien und rechnerspezifischen Fertigkeiten

Rechnerfreie Fertigkeiten

Obwohl die Einheit ,Anderungsraten und Ableitungsfunktionen’ mit Verwendung des TC als Werkzeug unter-
richtet wird, sollen bestimmte Fahigkeiten von den Schiilerinnen und Schiilern auch rechnerfrei erworben
und beherrscht werden. Diese Fertigkeiten sollen in Klassenarbeiten oder in Kurztests nachgewiesen bzw.
abgeprft werden. Folgende rechnerfreie Fertigkeiten erscheinen uns relevant:

Die Schulerinnen und Schuler sollen

1. den Begriff ,lokale Anderungsrate* erklaren und in Sachsituationen zuordnen kénnen.

2. zu gegebenem Bestandsgraphen den Graphen der Anderungsratenfunktion skizzieren kénnen und

umgekehrt.

3. einfache Funktionsterme unter Anwendung der Ableitungsregeln ableiten kénnen.

CAS-Fertigkeiten

Im Umgang mit dem TC sollen die Schiler am Ende der Einheit Uber folgende Fertigkeiten verfigen:
1. im Listeneditor mit dem , A List-Befehl durchschnittliche Anderungsraten berechnen kénnen.
2. und mithilfe der Sekantensteigungsfunktion momentane Anderungsraten lokal und global
naherungsweise bestimmen kdnnen.

3. die Ableitung einer Funktion an einer Stelle und allgemein bestimmen kénnen.

10 © T3 Deutschland



Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Thema 1.1: Anderungsraten Dauer: 3 Stunden

Anhand tabellarischer Beispiele wird der Begriff der mittleren Anderungsrate beziehungsweise des Diffe-
renzenquotienten eingefiihrt. Die grafische Darstellung der Anderungsraten fiihrt zu den Begriffen Ande-
rungsratenfunktion und Steigungsfunktion. Mithilfe dieser Begriffe wird das qualitative Verstandnis der Ande-
rungsrate durch Umwandlung von Anderungsratenfunktion in Bestandsfunktion und um gekehrt geschult.

Zum Schluss wird der Begriff der Sekante eingeflhrt.

Besondere Materialien/Technologie:
SM 1.1.1 bis 1.1.6

Ablauf der Stunden 1 und 2

Inhalt Medien Kommentar

Einstieg:
Es wird pro Gruppe eine der Aufgaben 1 bis 4 (SM 1.1.3, Aufg.5 | SM 1.1.1 Die Aufgaben werden

optional) bearbeitet. Innen gemeinsam ist, dass sie auf den Begriff | und 1.1.2 | arbeitsteilig in Gruppen

der Anderungsrate fiihren. Aufg.1 -4 | bearbeitet.

Erarbeitung:

Will man die Anderungen vergleichen, ist es wenig sinnvoll, nur die | ggf. Bearbeitung der

tatsachlichen Anderungen der Funktionswerte zu betrachten, wenn | Folien Aufgaben. Jede Gruppe

sich die Intervallbreiten unterscheiden. Stattdessen bildet man zum prasentiert ihnre Ergeb-

Vergleich die Quotienten der Differenzen: Ay nisse, z. B. in Form eines
AX TC-Hilfen | Gruppenpuzzles.

Diese haben im Sachkontext unterschiedliche Bedeutungen, Hinweis auf Nutzung des

z. B. ,Durchschnittsgeschwindigkeit’ oder ,mittlere Wachstums- Data-Matrix-Editors.

geschwindigkeit'.

Problem bei der grafischen Darstellung: Dieses Problem weist

An welcher Stelle des Intervalls tragt man den Wert ein? schon auf den Unter-

schied zur lokalen

Anderungsrate.

Prasentation:
Notieren der verschiedenen Quotienten zum Vergleich,
Diskussion des x-Wertproblems fir die grafische Darstellung

(Lésungsmaoglichkeiten: Treppenfunktion, Punkt in Intervallmitte...).

Sicherung:
Definition des Differenzenquotienten Wissens- | Lehrerinformation

speicher

© T3 Deutschland ”. 11




Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Meth./Did. Hinweise

Ablauf der Stunde 3

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Aufgaben zur qualitativen Analyse der Anderungsrate SM1.1.3
und 1.1.4
Aufg.6, 7
Erarbeitung:
Die Schilerinnen und Schuler schlieRen Einzelarbeit mit an-
« aus dem Graphen des Bestandes oder aus dem Sach- schlieRendem Abgleich
zusammenhang auf die Anderungsrate und mit dem Nachbarn.
« aus verbalen Aussagen zur Anderungsrate auf den Graphen des Die Flexibilitat beim
Bestandes. Wechsel der Darstel-
lungsarten soll trainiert
werden.
Zusammenfassung:
Vergleich einer Aufgabe und Klarung von Fragen, die nach dem Unterrichtsgesprach
Abgleich mit dem Nachbarn offen geblieben sind.
Lernzuwachs: Es ist moglich, qualitativ vom Bestand auf die
Anderungsrate und von der Anderungsrate auf den Bestand zu
schliel3en.
Ubung:
weitere Beispiele SM1.1.4 | Aus diesen Aufgaben
Aufg. 8 kann auch eine Auswahl
bis getroffen werden.
SM 1.1.5
Aufg. 11
Hausaufgabe: SM1.1.5
Ubungen zur Berechnung von Differenzenquotienten Aufg. 12;
SM 1.1.6
Aufg. 13

) 2

© T3 Deutschland



Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Thema 1.2: Absolute Anderung und lokale Anderungsrate Dauer: 3 Stunden

Ziel der folgenden Stunden ist es, die lokale Anderungsrate an einer Stelle in den Blick zu nehmen und in
unterschiedlichen Kontexten durch Verfeinerung der Intervalle ndherungsweise zu bestimmen. Dabei werden

funktionale Zusammenhange auch mithilfe der Sekantensteigungsfunktion untersucht.

Besondere Materialien/Technologie:
LM 1.1
SM 1.2.1 bis 1.2.3

Ablauf der Stunde 4

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:

Mit der Bearbeitung der Aufgabe wird der Begriff der Sekante | SM 1.2.1

eingefiihrt und die Anderungsrate als Steigung interpretiert. Aufg.1

Zusammenfassung: Folie Unterrichtsgesprach

Die Gerade, die durch die Punkte A und B eines Graphen geht, hat | LM 1.1
als Geradensteigung den Wert der mittleren Steigung des Graphen | Wissens-
im Abschnitt von A bis B. Man nennt die Gerade, die durch zwei | speicher

Punkte eines Graphen verlauft, Sekante des Graphen.

Ubung:

Unter Verwendung einer Tabelle wird die Berechnung von Durch- | SM 1.2.1

schnittssteigungen gelibt und vertieft. Aufg. 2

Vertiefung:

Mit dieser Aufgabe kdnnen Naherungswerte fiir lokale Steigungen | SM 1.2.1 Hier wird ein erster

berechnet werden, weil mithilfe der Funktionsgleichung die zu | Aufg. 3 Schritt von der Sekanten-

betrachtenden Intervalle beliebig klein gemacht werden kénnen. zur Tangentensteigung
vollzogen.

Auswertung:

e Die mittlere Anderungsrate anhand der benachbarten Werte lie- | Tafel UG

fert grobe Naherungen (Durchschnittssteigungen).

¢ Mithilfe der Funktion bestimmt man Durchschnittssteigungen fur
kleinere Intervalle:
Ay _f(b)-f(a)
AX b-a

o Wahlt man die Zeitabschnitte sehr klein, erhalt man eine Nahe-
rung fur die lokale Steigung.

Ziel der Unterrichtsstunde ist es, ausgehend vom obigen Ansatz Die Berechnung von

ﬂ:f(a+h)—f(a) ﬂ:f(a+h)—f(a)

die Schreibweise einzufuhren. Im Aufgaben-

h AX h
kontext von Aufgabe 3b muss darauf geachtet werden, dass so- bereitet die Definition der
wohl die zu untersuchende Stelle a als auch h variiert werden. Sekantensteigungsfunk-

tion msek(a,h) vor.

© T3 Deutschland w. 13




Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Meth./Did. Hinweise

Sicherung:
Ay _f(a+h)-f(a) Wissens-
AX h speicher

als Naherungswert fiir die lokale Steigung bzw. lokale Anderungs-

rate bei hinreichend kleinem h.

Hausaufgabe:
Die Berechnung von Differenzenquotienten wird beim Begriff der | SM 1.2.2
Geschwindigkeit angewendet. In dieser Aufgabe geschieht der | Aufg. 4

Ubergang von der Durchschnitts- zur Naherung einer Momentan-

geschwindigkeit.

Ablauf der Stunden 5 und 6

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:

Zur Vorbereitung der Vorgehensweise wird die Aufgabe 5 als Lese- | SM 1.2.2

und Arbeitstext gegeben. Aufg. 5

Sicherung:

Mit der Sekantensteigungsfunktion msek(a,h) hat man ein Werk-
zeug, um komfortabel Anderungsraten auf beliebigen Intervallen zu

bestimmen.

Vertiefung:
Es ist besonders auf das Verstandnis der Sekantensteigungs- | SM 1.2.3
funktion msek(a,h) zu achten. Hierfiir werden in der Aufgabe einige | Aufg. 6

Angebote gemacht.

Erarbeitung:

Das neue Werkzeug msek(a,h) soll in denbe kannten Das Werkzeug ,msek’

Anwendungskontexten anhand der Aufgaben vertieft werden. wird jetzt auch als

Bearbeitet werden sollte mindestens je ein Beispiel aus den Differenzenquotient in

Kontexten Geschwindigkeit und Steigung. Bei der Prasentation der anderen Zusammen-

Lésungswege ist insbesondere auf die mathematische Umsetzung hangen gebraucht.

der Formulierung ,ndherungsweise’ zu achten. Die Betrachtung des
Grenzprozesses findet

Aufgabe 7 — Achterbahn SM 1.2.3 | erst spater statt

a) Anwenden von msek(a,h) fur variierendes h. Aufg. 7 -9 | (Kapitel 1.3).

b) Auseinandersetzung mit dem Zusammenhang zwischen | (Auswahl)
Kurvenverlauf und Steigungsverhalten, punktuelle Uberpriifung
mit msek(a,h).

c) Vorerfahrung zu den Eigenschaften eines Hochpunktes.
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Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Aufgabe 8 — Turmspringen
Zeit fUr h(t)=0 bestimmen,
nutzen von msek(a,h) fur die Bestimmung der Eintauch-

geschwindigkeit (Zur Erinnerung: 1 m/s = 3,6 km/h)

Aufgabe 9 — Geldndewagen

Durch die Vereinheitlichung der Einheiten soll die Interpretation der
Ergebnisse erleichert werden.

a) Berechnung der mittleren Steigung mit den Tabellenwerten

b) Annéhernde Ubereinstimmung mit den Tabellenwerten

nutzen von msek(a,h) zum gezielten Probieren, Vorerfahrung zu
den Eigenschaften eines Wendepunkts W (0,51 0,12 ).

Sicherung:

Prasentation der L6sungswege und Erkenntnisse

LSG

Hausaufgabe:
Ausstehende Aufgaben und/oder Lernprotokoll zur Anderungsrate

Vgl. SM

© T3 Deutschland w.
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Meth./Did. Hinweise

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

LM 1.1 Folie Sekante

© T3 Deutschland
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Meth./Did. Hinweise

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Thema 1.3: Ableitungsbegriff

Dauer: 3 Stunden

1. Es soll die Vorstellung verdeutlicht werden, dass die Tangente am Funktionsgraph als geometrische

Grenzgerade einer Sekantenfolge interpretiert werden kann.

2. Die mit der Ableitung in einem Punkt zusammenhangenden Begriffe

- Ableitung als Tangentensteigung,

- Ableitung als Grenzwert der Sekantensteigungen

und die Bezeichnungen Tangente, Ableitung, f'(a), Grenzwert werden eingeflhrt.

Besondere Materialien/Technologie:
LM 1.2 bis 1.4, DGS, z.B. TI-Nspire CAS
SM 1.3.1

Ablauf der Stunde 7

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Mithilfe einer Dynamischen Geometrie-Software wird der Prozess | LM 1.2
der Berechnung von Sekantensteigungen fur h—0 demonstriert.
Es soll der Grenziibergang vom Differenzen- zum Differential-
quotienten geometrisch und analytisch verdeutlicht werden.
Sicherung:
Fir den Fall A = B gibt es keine Sekante. Tafel,
Man kann eine Tangente an den Graph im Punkt A zeichnen. Wissens-
Die Steigung dieser Tangente entspricht der Steigung des Graphen | speicher
von fin A.
Vertiefung:
Der Grenzwertprozess soll exemplarisch durchgefiihrt werden. Da- | LM 1.3
bei wird msek(a,h) verwendet, um den Prozess der Verfeinerung | SM 1.3.1
nachzuvollziehen. Aufg. 1
AuRerdem soll das Vorgehen auch formalisiert, der Begriff des
Grenzwertes aufgegriffen und die Ableitung an einer Stelle definiert
werden.
Zusammenfassung:
Iimwzf'(a) nennt man die Ableitung von f an der Wissens-
h—0 h speicher
Stelle a. Die Ableitung liefert die Steigung des Graphen an dieser
Stelle.
Hausaufgabe:
SM 1.3.1
Aufg. 2

© T3 Deutschland
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Meth./Did. Hinweise

Ablauf der Stunde 8

Inhalt Medien Kommentar

Einstieg:

Die Berechnung von Ableitungen an einer Stelle soll an | LM 1.4 Sinnvolle Nutzung der

verschiedenen Beispielen gelubt werden. Dazu dient eine | Tafel neuen Fachterminologie

Prasentation der Ergebnisse der Hausaufgabe. beachten

Bei Verwendung dieser Funktionen kann die Vereinfachung des

Differenzenquotienten demonstriert werden. Dieses kann auch | TC mit

mithilfe des TC gezeigt werden. Display

Ubung:

Am Beispiel der Funktion f mit f(x)= x* soll dieser Prozess der | Tafel

Vereinfachung und die Berechnung der Ableitung an einer Stelle

gelbt werden.

Vertiefung:

Am Beispiel der Funktion f mit f(x)=sin(x) wird erarbeitet, dass | Tafel Hier wird die Mé&chtigkeit

sich der Term fiir den Differenzenquotienten nicht fur alle des Makros ,msek’

Funktionen in der gewohnen Weise vereinfachen Iasst. Wird der | TC mit erneut deutlich.

Grenzwertprozess unter Verwendung des Makros msek’ | Display

durchgefiihrt, kann die Ableitung an einer Stelle bestimmt werden.

Hausaufgabe:

Die Aufgaben dienen dazu, die Ableitung an ei ner Stelle im | SM 1.3.1

Anwendungszusammenhang zu deuten bzw. den Grenzwert- | Aufg. 3, 4

prozess noch einmal nachzuvollziehen.

Ablauf der Stunde 9

Inhalt Medien Kommentar

Einstieg:

Am Beispiel der Funktion f mit f(x)=x*-5-x3+7-x% +1 werden Die Berechnung der

arbeitsteilig Werte der Ableitung an verschiedenen Stellen im Ableitungswerte soll

Intervall -1 < x < 3 bestimmt und tabellarisch notiert. Tafel oder | unter Verwendung des

Mit dieser Ubersicht wird eine Zuordnung Te Makros .msek’ erfolgen,
Stelle — Ableitung an dieser Stelle da Ableitungsregeln noch

nicht zur Verfigung

beschrieben.

Diese Zuordnung bekommt den Namen ,Ableitungsfunktion’. stehen.

Sicherung:

Die Funktion f, in der jeder Stelle einer Funktion die Steigung des | Tafel Ableitungsregeln werden

Graphen der Funktion an dieser Stelle zugeordnet wird, heil3t | Wissens- | erst spater im Kapitel 3

Ableitungsfunktion von f. speicher erarbeitet.

) . 2
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Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Vertiefung:

Ein Plot der Tabelle und die grafische Darstellung der Funktion Mit dem Vergleich von

liefern einen Anlass, Uber Zusammenhdnge zwischen beiden Graph und

nachzudenken. Ableitungsgraph werden

Dabei werden markante Punkte besonders betrachtet. die Zusammenhange aus
den ersten Stunden

Optional kann die Gleichung der Ableitungsfunktion von f mithilfe aufgegriffen und die

des Regressionsmoduls bestimmt werden. So kann auch deren Untersuchungen im

Graph mit eingezeichnet und fir den Vergleich verwendet werden. Kapitel 2 vorbereitet.

LM 1.2 Hinweise zum Nutzen von DGS zur Visualisierung des Grenziibergangs

Demonstration mit DGS

2 54 %y 2 52y
fl)=x2 f1(x)=x*
|:a+f':J2—c?2 (a+fr:|2—c22
i

= 232 . k = undef
a = g =1

e —— k

h=0323u  pd A x h=0m wel Ao x
7 75 0.2/ 415 -3 76 0.2 £ 3%
3 0.87 | ¥ 0.57 |

Da der V200 keine ausreichende Verknipfung zwischen Geometrie und Algebra bietet, muss an dieser
Stelle DGS genutzt werden, um den Ubergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten zu visualisieren.

Mit dem ,TI-Nspire CAS’ kann man wie folgt vorgehen.
(1) In Applikation ,Graphs‘ Definition der Funktion f1 in der Eingabezeile: f1(x) = x2,

(2) h definieren: Zeichnen einer Strecke und eines Punktes auf der Strecke, Messen der Teilstrecke,
Kontextmeni der Malizahl 6ffnen und mit ,5:Speichern’ die Zahl mit h benennen,

(3) mit dem Zirkelwerkzeug einen Kreis mit Radius h um einen Mittelpunkt auf der x-Achse erzeugen,
Koordinaten des Mittelpunktes anzeigen lassen und die x-Koordinate mit a benennen (vgl. (2)),

(4) Parallelen zur y-Achse durch Mittelpunkt und Schnittpunkt des Kreises mit der x-Achse konstruieren,
Schnittpunkte mit dem Graphen definieren und die Sekante zeichnen,

(5) Text einfigen mit der Formel zur Berechnung des Differenzenquotienten; mit dem Kontextmenu
4:Berechnen’ die Variablen a und h zuweisen.

Man kann nun durch Ziehen h immer kleiner wahlen und beobachten, was mit dem Differenzenquotienten
und der Sekante passiert.

© T3 Deutschland w. 19
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LM 1.3
Ableitung
f.\y
f(a+h);e .................
. mittlere _ _ f(a+h)-f(a)
Anderungs-  msek(a,h) = fla+h)-f(a) hrz f(a) Ss(:le(%r:r?g f 1
rate (@)%--=---~ T ;
sk x X,
a a+h
h=2>0
lokale
Anderungs- f(a)=lim fla+h) -f(a) Tz?eg?eﬂ:]en-
rate o h gung
Die Steigung des
Fir h = 0 Iasst sich eine Zahl Xy
erganzen: f'(a), sprich: die

Ableitung von f an der Stelle a.

Graphen von fin A
ist die Steigung der /
Tangente in A.
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Meth./Did. Hinweise

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

LM 1.4

1.

© T3 Deutschland

Gibt man die Terme der Sekantensteigungsfunktio-

2

nen zu den Funktionen mit y=x“, y:l und
X

y =sin(x) an der Stelle a=2 in den TC ein, ver-

einfacht er die ersten beiden Terme. Demonstra-

tion der Umformung an der Tafel.

Die vereinfachten Terme erlauben das Einsetzen
von h=0. Das Ergebnis entspricht der Ableitung
der Funktion an der Stelle a=2.

Der grafische Vergleich von Term und Verein-fa-
chung verdeutlicht: Der vereinfachte Term ist die
,passende’ Erganzung der Sekantensteigungs-
funktion an der Licke h=0.

Nicht jeder Term erlaubt eine solche Vereinfa-
chung (Beispiel Sinus oder 2%). Nur bei Potenz-
funktionen ergibt sich damit eine zweite Option zur
Bestimmung der Ableitung (neben der Auswertung

der Sekantensteigungsfunktion).

1 Few Fzw T_F4w FE FE™
-E Alasbra|Calc|0ther |PramI0Clean Up

Jlzem®-22

m b+ 4
1

JE+n 1

h 20 h+2)
- sin2 + k)l —sinl2) sinth + 21— =sin(2)

[ h

(sin(2+h)—=inc2>>»-h
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Meth./Did. Hinweise

Thema 2: Graph und Ableitungsgraph Dauer: 7 Stunden

Zusammenhange, die durch einen Graphen dargestellt sind, werden hinsichtlich ihrer Anderungsraten an
beliebigen Stellen untersucht. Der Verlauf der Anderungsraten wird durch den zugehérigen Ableitungsgra-
phen veranschaulicht.

An einem Hohenprofil wird der Verlauf von Steigungen untersucht und beschrieben. Dabei werden die Be-
griffe Hochpunkt und Tiefpunkt eingefiihrt. Mithilfe besonderer Héhenprofile werden Monotonie-Eigenschaf-
ten qualitativ erarbeitet. Es wird der Zusammenhang zwischen diesen Eigenschaften und der Gestalt des
zugehorigen Ableitungsgraphen herausgestellt.

Vertieft werden die Kenntnisse an Fullgraphen. Auch bei ihnen treten gelegentlich Stellen gréter oder
kleinster Anderungsrate auf, auf die in diesem Sachzusammenhang besonders eingegangen werden soll.

In Umkehrung der Gedankenfuhrung zum grafischen Ableiten wird vom Ableitungsgraphen auf den Aus-
gangsgraphen geschlossen.

Abschlieflend sollen die Schiilerinnen und Schiiler Bedeutung und Verlauf des Ableitungsgraphen in ver-

schiedenartigen Zusammenhangen interpretieren.

Besondere Materialien/Technologie:
LM 2.1 bis 2.4
SM 2.1 bis 2.12

leere Folien

Ablauf der Stunde 1

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Die Schiilerinnen und Schiler erhalten das Arbeitsblatt mit dem | SM 2.1 PA

Hoéhenprofil. Sie werden aufgefordert, den Verlauf zu beschreiben, | Aufg. 1
die Steigungen an mehreren Stellen (die Ableitungen) naherungs-
weise zu bestimmen und die Steigungen in das vorbereitete

Koordinatensystem einzutragen.

Erwartetes Ergebnis:
Die Schulerinnen und Schiler erkennen mithilfe von Tangenten-
steigungen:

« In Hoch- und Tiefpunkten ist die Steigung null.

« Wo der Graph ansteigt, ist die Steigung positiv,

« Wo er fallt, ist die Steigung negativ.

Auswertung:
Zu einem Hochpunkt gibt es eine Umgebung, in der alle anderen | Folie LSG
Punkte des Graphen niedriger liegen. Zu einem Tiefpunkt gibt es | LM 2.1
eine Umgebung, in der alle anderen Punkte des Graphen hdéher
liegen. Ein Graph kann mehrere Hochpunkte (Tiefpunkte) besitzen,

die auf verschiedenen Hohen liegen kénnen.
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Weiteres Ergebnis:
Die Schulerinnen und Schiler erfahren, dass die in das vorberei-
tete Koordinatensystem eingetragenen Punkte auf einem Graphen,

dem Graphen der Ableitungsfunktion, liegen.

Information:
Die Hoch- und Tiefpunkte des Graphen nennt man zusammen-
fassend Extrempunkte. Die zugehorigen Stellen (auf der x-Achse)

heillen Extremstellen.

Hausaufgabe:
Zum Vergleichen der HA in der nachsten Stunde erhalten einige
Schilerinnen und Schuler die Aufgabe, ihre Ergebnisse auf Folie

zu Ubertragen.

SM 2.2
Aufg. 2

Folien an einige Schuler

verteilen

Ablauf der Stunde 2

Inhalt

Medien

Kommentar

Hausaufgabenvergleich:

Besprechung der Hausaufgabe mithilfe der erstellten Folien.

Folien

LSG SV

Vertiefung:
Abgleich der bisher gemachten Entdeckungen mit dem Vorwissen

Uber die Ableitungen von grundlegenden Funktionen mit f(x) = X2,

f(x)=x° ...
Die Schulerinnen und Schiler skizzieren den F unktionsgraphen
und jeweils darunter qualitativ den zugehodrigen Ableitungsgraphen.

Sie beschreiben die Zusammenhange zwischen den Graphen.

Tafel

Ergebnissicherung:

Wenn der Graph eines Hohenprofils in einem seiner Abschnitte
immer nur steigt, dann verlauft der zugehdrige Teil des Ableitungs-
graphen immer oberhalb der Rechtsachse des Koordinaten-
systems.

Wenn der Graph eines Hohenprofils in einem seiner Abschnitte
immer nur fallt, dann verlauft der zugehérige Teil des Ableitungs-
graphen immer unterhalb der Rechtsachse des Koordinaten-

systems.

Wissens-

speicher

Der Monotoniebegriff
wird nicht nicht explizit

definiert.

Hausaufgabe:

Als Ergebnissicherung werden Abschnitte des Graphen betrachtet,
in denen er ansteigt und in denen er abfallt, und dabei auf den
zugehorigen Verlauf des Ableitungsgraphen in diesen Abschnitten

geachtet.

SM 2.3
Aufg. 3
Folie

© T3 Deutschland w.
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Meth./Did. Hinweise

Ablauf der Stunde 3

Inhalt Medien Kommentar
Hausaufgabenvergleich:
Schiuler- Schulervortrag
folien zur
HA
Einstieg:
Verschieden geformte GefalRe werden mit einer Flussigkeit gefullt. | Tafel LV
Der Zufluss ist konstant (die Flissigkeitsmenge, die pro Sekunde
ins Gefald flieRt, andert sich nicht). Man tragt die Fillhéhe
gegeniber der Zeit auf. Die entstehenden Graphen heilen Full-
graphen.
Erarbeitung:
Fir unterschiedlich geformte Gefalte werden deren Fillgraphen | SM 2.4
untersucht. und 2.5
Aufg. 4
Sicherung:
Die Schilerinnen und Schiler vergleichen ihre Graphen mit den | LM 2.2 In LM 2.3 liegt eine
Graphen auf Folie. Musterlésung vor.
Vertiefung:
Untersuchen der bisher gefundenen Fillgraphen hinsichtlich ihrer
Eigenschaften
Erwartetes Ergebnis:
Alle Fullgraphen sind (streng monoton) steigend. Einige der Gra- | Tafel LSG
phen weisen eine konstante Steigung auf, einige eine zu- oder ab-
nehmende Steigung, und einige enthalten einen oder mehrere
Punkte, denen — in einer gewissen Umgebung — Stellen einer
kleinsten oder groRten Anderungsrate zugeordnet werden kdnnen.
An diesen Stellen andert sich die Krimmung des Fullgraphen.
Information:
Stellen gréBter oder kleinster Anderungsrate heiRen Wendestellen. LV
Die zugehdrigen Punkte des Graphen heif’en Wendepunkte.
Sicherung:
Welche Steigung hat der Ableitungsgraph bei einer Wendestelle | Tafel LSG
seines Ausgangsgraphen?
Erwartetes Ergebnis:
An den W endestellen seines Ausgangsgraphen hat der Ablei- | Tafel LSG
tungsgraph jeweils einen Hoch- oder Tiefpunkt.
Hausaufgabe:
Die Schilerinnen und Schiler erhalten den Auftrag, zu speziellen | SM 2.5
Gefalen die zugehdrigen Flllgraphen zu skizzieren. Aufg. 5

) . 2
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Ablauf der Stunde 4

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
In der Aufgabe sollen Graphen und A bleitungsgraphen einander | SM 2.6
zugeordnet werden. Damit werden die Zusammenhange erneut | Aufg. 6
thematisiert.
Vorstellung der Ergebnisse:
Die Schilerinnen und Schiiler stellen ihre Zuordnungen vor und | LM 2.4 LSG
begriinden diese.
Sicherung:
e Im Ableitungsgraphen werden die Schnittpunkte mit der | SM 2.7
Rechtsachse und die Punkte, in denen der Ableitungsgraph die | Aufg. 7
Steigung null hat, markiert.
« Durch die markierten Punkte werden senkrechte Hilfslinien
gezogen und oberhalb mit Vermerken wie HP, TP, WP oder mit
entsprechenden grafischen Symbolen versehen.
« Anhand der Vermerke wird der Ausgangsgraph skizziert.
Die gefundenen Zusammenhange werden verallgemeinert und ge-
sichert.
Ubungen:
Der Zusammenhang zwischen Graph und Ableitungsgraph wird in | SM 2.8
verschiedenen Aufgabenstellungen gefestigt. Aufg. 8
Hausaufgabe:
SM 2.9
Aufg. 9
Ablauf der Stunden 5 bis 7
Inhalt Medien Kommentar
Erarbeitung:
Es werden funf Gruppen gebildet, jede bearbeitet eine Aufgabe zu | SM 2.10 Gruppenarbeit
einem Sachverhalt. Die Schiilerinnen und Schiler prasentieren ihre | bis 2.12
Ergebnisse auf einem Plakat. Aufg.
10-14
Sicherung:
In einer Schlusszusammenfassung wird gemeinsam eine Ubersicht | Tafel LSG
zur Bedeutung von f(x) und f(x), die weitgehend schon bekannt ist,
erstellt und durch Aussagen zu den Hoch- und Tiefpunkten und
ggf. der Monotonie erganzt.
Vgl. Tabelle im Wissensspeicher (Abschnitt: Interpretationen der | Wissens-
Ableitung). speicher

© T3 Deutschland ”.
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LM 2.1
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LM 2.2 Folienvorlage

lion i lion i lion i lion i lion e
yaz yaz yaz yaz yaz
weyBipumyssabibiels weyBipumyosabibieig weyBipumyssabibiels weyBipumyssabibiels naybipumyssabibiais
lion i lion i lion i lion i lion e
waz waz waz Wz waz
EICTTE EICTTE EICTTE EICTTE EICTTE

ayoyind

ayoyind

ayoyind

ayoyind

ayoyind
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

LM 2.3 Folienvorlage (Musterléosungen)

(1[=1} = (I[=1} = (1[=1} = lioa it (1[=1} =
waz waz waz waz yaz
weyBipumyssabibiels weyBipumyosabibieig weyBipumyssabibiels naybipumyosabbias naybipumyssabibiais
(1[=1} = (I[=1} = (1[=1} = (1[=1} = (1[=1} =
sz waz ¥az waz yaz
LICTTE LICTTE EICTTE qouin< EICTTE]
ayoyind ayoyind ayoyind ayoyind ayoyind
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LM 2.4

Ldsungshilfe zu SM 2.6

Funktionsgraph Ableitungsgraph
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Meth./Did. Hinweise

Thema 3: Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln Dauer: 7 Stunden

In diesem Kapitel werden Erkenntnisse aus den Kapiteln 1 und 2 erweitert, um die Ableitungsfunktion zu de-
finieren und die Ableitungsregeln zu erarbeiten. Dabei geht es vor allem um das Erkennen von Mustern, aber
auch um eine Begrindung uber die sich ergebenden Termstrukturen aus der Sekantensteigungsfunktion

msek(x,h). Dartber hinaus werden die Beziehungen zwischen Graph und Ableitungsgraph aus Kapitel 2 ein-

bezogen.

Besondere Materialien/Technologie:
LM 3.1 und 3.2

SM 3.1 bis 3.6

Folien, OHP-Display,

Ablauf der Stunde 1

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Am Beispiel der Funkton f mit f(x) = 7 wird der Begriff der Se- | TC mit LSG
kantensteigungsfunktion und der Ableitungsfunktion wiederholt. Display
||zm e o Anhand der Graphen
i - r,: SO o kann man sich
s o Uberzeugen, dass auch
e s ;. in diesem Fall die bisher
el " -l gefundenen
= e Zusammenhange
Mit den Méglichkeiten das TC wird die Gleichung einer Ableitungs- bestehen.
funktion bestimmt, fir die bisher keine Ableitungsregeln erarbeitet
wurden.
Erarbeitung:
Die Erarbeitung der Regel zum Ableiten von Potenzfunktionen | SM 3.1
erfolgt zunachst Uber eine Mustererkennung und anschlieRender | Aufg. 1, 2
Begriindung der mathematischen Zusammenhange mithilfe des Ich-Du-Wir-Methode
Differentialquotienten. An dieser Stelle sollte auf die Problematik
h # 0 (h =07, h — 0) explizit eingegangen werden, da der TC beim
Term der Sekantensteigungsfunktion keine Fallunterscheidung
vornimmt, sondern h kirzt.
Sicherung:
Die Regel zum Ableiten von Potenzfunktionen wird formuliert. Wissens-
speicher
Ubung:
Die Anwendung der Regel wird gelibt. SM 3.2
Aufg. 3
Hausaufgabe:
SM 3.2
Aufg. 4

’ . 2
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Ablauf der Stunde 2

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Besprechung der Hausaufgabe: Einflhren der Faktorregel — | OHP- LSG
grafische Plausibilitdtsbetrachtung und rechnerischer Nachweis. Display
Information:
Fir den Grenzwert der Sekantensteigungsfunktion halt der TC den LV
Ableitungsbefehl vor. Dieser Befehl wird hier eingefihrt. Am
Beispiel Uberzeugt man sich, dass er zu gleichem Ergebnis fiihrt
wie eine Grenzwertliberlegung.
(01 aitra e ST ot et [ 10 1o U
2010 pe Daone]
= Lin msekic, b 2010 52003
n (v 2010 - 2003
“ (x),x) m I
Erarbeitung:
Die Summenregel wird erarbeitet. Sie wird zunachst anhand | SM 3.2 GA
grafischer Betrachtungen plausibel gemacht und danach nach- | Aufg. 5
gewiesen.
Sicherung:
Die Gruppenergebnisse werden gesammelt und d ie Regel wird | Tafel LSG
formuliert.
Hausaufgabe:
SM 3.2
Aufg. 6
Ablauf der Stunde 3
Inhalt Medien Kommentar
Ubungen:
Anhand der Aufgaben werden die erarbeiteten Zusammenhange | SM 3.3 PA
variantenreich gelbt. Aufg.
7-10
Hausaufgabe:
Bisher nicht bearbeitete Aufgaben SM 3.3
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Meth./Did. Hinweise

Ablauf der Stunde 4

Inhalt

Medien

Kommentar

Besprechen der Aufgaben, Klaren von Fragen:

Untersuchungen zur Produktregel:

Einstieg:
.Die Summenregel lautet:
Ist f(x) =g(x)+h(x), dannist f'(x)=g'(x)+h'(x).

Formuliere die Regel mit eigenen Worten.*

Erarbeitung:

Die Struktur der Ableitung als ,die Ableitung einer Summe ist die
Summe der Ableitungen” kann nicht auf andere Funktionsver-
knipfungen Ubertragen werden. Dieses soll fir das Produkt zweier

Funktionen erarbeitet werden:

WGilt (f(x)-g(x))" =f'(x)-g'(x) ?*
Die Schilerinnen und Schuler kdnnten dies zunachst als Vermu-
tung auRern, aber das Beispiel (x* - x°) kann diese Vermutung ein-
sichtig widerlegen.
Mit dem Ableitungsbefehl des TC wird die Produktregel allgemein

mit f(x) und g(x) gezeigt, aber nicht vertiefend bearbeitet.

a1 ebraloslc ot her Pran10jc1enn Up

® L)+ W)+ £ Doy
n L (r0) ) + Lt
LRVISTSRIN S I B Ny Do
sLireo) iuto)wi + v utx
FCF Cxed )

[ETTY EAD AUTO FLUMC Y20

Tafel

Hausaufgabe:
Die Ableitung von Quotienten soll am Beispiel &hnlich zur Ableitung
eines Produktes erarbeitet werden.

In Aufgabe 12 wird die Ableitung von f(x) = L bestimmt.
a-x

SM34
Aufg. 11
und 12

’ . 2
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Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Ablauf der Stunde 5

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Besprechung der Aufgabe 11 mit dem Ergebnis, dass nur die | OHP- LSG
Summenregel als ,einfache® Regel gilt. Die Quotientenregel wird | Display
nicht weiter vertieft.
Die Besprechung der Aufgabe 12 liefert die Ableitungsfunktion fir
f(x)= ﬁ als vertiefende Anwendung der Faktorregel.
Erarbeitung:
Mithilfe der Aufgabe 7 wird die Ableitungsfunktion von f(x)= —— | o >+ | leh-Du-Wir-Methode

X=b | Aufg. 13
zunachst an zwei Beispielen erarbeitet. Die Ergebnisse werden auf
Folie prasentiert und abschlieRend als die allgemeine Ableitungs- | LM 3.1
funktion der verschobenen Hyperbel im Plenum formuliert.
Ubungen:
Die Zusammenhange aus der Erarbeitungsphase sollen in Aufgabe | SM 3.5
14 dargestellt werden. Aufg. 14
Die Ergebnisse kdnnen mithilfe der Folie zusammengestellt wer- | LM 3.1
den.
Ablauf der Stunde 6
Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Es soll der Graph der Ableitungsfunktion zur Sinusfunktion skizziert | SM 3.5 Hier soll der Graph der
werden. Mit dieser Aufgabe wird das Gelernte aus Kapitel 2 noch- | Aufg. 15 Ableitung zunachst durch
mals aufgegriffen. Dabei sollten die Schulerinnen und Schiler auf- grafisches Differenzieren
gefordert werden, die Steigungen an ausgezeichneten Stellen ohne | LM 3.2 bestimmt werden.
TC-Unterstitzung zu ermitteln. Die Ermittlung der Steigung in den
Wendepunkten kann Uber die ,Lupe’ motiviert werden.
Vertiefung:
Die Gleichung der Ableitungsfunktion f'(x)=cos(x) kann als | SM 3.5 Die Berechnung der
Grenzwert der Sekantensteigungsfunktion oder unter Verwendung | Aufg- 15 | Ableitung erganzt das
des Ableitungsbefehls des TC verifiziert werden. grafische Differenzieren.
Ubungen:
Ableitungen von Sinusfunktionen festigen den Umgang mit den | SM 3.5
Ableitungsregeln. und 3.6

Aufg.
16-18
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Meth./Did. Hinweise

Ablauf der Stunde 7

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Anhand von Beispielen soll in der Sinusfunktion die Wirkung von | SM 3.6 PA
Parametern auf die Ableitung grafisch gedeutet werden. Aufg. 19
T E O P R S i 2 £ Y B O AR S
g v sz hed
sdien - o e D eeat

e om T N FIT A I
Erarbeitung:
Mithilfe der weiterfiihrenden Aufgaben werden die Ableitungsfunk- | SM 3.6 PA
tionen von f und g mit f(x) = sin(a-x—b) bzw. g(x) =sin(a-(x-b)) | Aufg. 20
zunachst an Beispielen erarbeitet. Die Ergebnisse werden prasen-
tiert und abschlieend als die allgemeine Ableitungsfunktion der
verschobenen und gestreckten Sinusfunktion im Plenum formuliert.
Sicherung/Ubung:
Die Kettenregel mit linearer innerer Funktion wird formuliert. Wissens-
Der Umgang sollte anhand einiger einfacher Terme gelibt werden. | speicher,

Tafel

) . 2
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Meth./Did. Hinweise Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

LM 3.1 (Folienvorlage)

Graphen und Ableitungsgraphen

1 1
)= 90x) =~ h(x) =~—
¥ ¥
¥ ¥ ¥
F(x)= g'(x)= h'(x)=
Ableitungsschema

1 1
X > x-b

Ableiten
v v

© T3 Deutschland ”‘
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Meth./Did. Hinweise

LM 3.2 (Folienvorlage)

f(x) = sin(x)
by
2
AN ~ 4
\\'2 i \4
— S
2
by
2
X
-
-2 0 2 4 6
2
F(x) =

36 ’I © T3 Deutschland



Wissensspeicher

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

4. Wissensspeicher

Differenzenquotient

X Y

25

49

64

O© |0 | N|OoW | N| O

81

1. Zwischen den x-Werten 2 und 5 ist die Anderung des y-Wertes Ay =25 -4 =21.
2. Zwischen den x-Werten 2 und 5 ist die mittlere Anderungsrate oder der

Differenzenquotient:
AX

Beispiele:

Ay _25-4 _21_4

5-2 3
Wenn man das Anderungsverhalten untersucht, sagt die Anderungsrate in der Regel mehr
aus als die Anderung, da sie auf das Intervall bezogen ist.

Funktion

mittlere Anderungsrate

Zeit > Weg

Durchschnittsgeschwindigkeit

Weg > Hoéhe Gber NN

Durchschnittliche Steigung

Zeit > Korpergrolie

Mittlere Wachstumsgeschwindigkeit

Sekante und Sekantensteigung

S
40 ]

30

Ay 25-4 21

= 7
AX 5-2 3
m=ﬂ=7
AX

Anderungsverhalten einer Funktion

Man kann das Anderungsverhalten einer Funktion
auf einem Intervall [a ; b] beschreiben:
1. mit der Differenz
Ay =f(b)-f(a).
Dies ist die Differenz der Funktionswerte am
Ende und am Anfang des Intervalls und damit
die absolute Anderung.
2. mit dem Differenzenquotienten
Ay _f(b)-f(a)
AX b-a
Dies ist die mittlere Anderungsrate der Funk-
tion im Intervall [a ; b].

Markiert man auf einem Funktionsgraphen
zwei Punkte A und B, dann heilt die Gerade
durch die zwei Punkte Sekante des Gra-
phen. Die mittlere Anderungsrate der Funk-
tion zwischen A und B ist die Steigung die-

ser

Geraden und heil}t deshalb auch

Sekantensteigung.

Geometrische Veranschaulichung

O Yorrerrnnas

Der Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die Punkte P und Q an. Die Steigung der Se-
kanten ist die mittlere Steigung des Graphen auf dem Intervall [a ; b]. Die Berechnung der Steigung erfolgt
mit dem Steigungsdreieck.

© T3 Deutschland ”.
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Wissensspeicher

h-Methode

Man kann das Anderungsverhalten einer Funktion an einer Stelle a
néherungsweise bestimmen, indem man die durchschnittliche An-
derung in einem sehr kleinen Intervall [a ; a+h] berechnet.

Fir h setzt man sehr kleine Zahlen ein, z. B. h = 0,001.

Ay _fla+h)-f(a)

AX h

Geometrische Veranschaulichung

a ath

Der Differenzenquotient gibt naherungsweise die Steigung der Geraden durch den Punkt P an, der sich die
Sekanten durch die Punkte P und Q nahern, wenn der Punkt Q immer naher an Punkt P heranrickt.

Sekantensteigungsfunktion

Das Berechnen der Anderungsrate einer Funktion an einer Stelle a lasst sich mithilfe des TC leicht durch-

fuhren. Die Anderungsrate hangt von der untersuchten Stelle a und dem Abstand h ab.

Wir definieren also die Sekantensteigungsfunktion ‘msek” durch msek(a,h) = fa+h)-f(a) .

Steht der Term der zu untersuchenden Funktion unter y1(x), definiert man das zugehérige Makro im Home-
Fenster des TC folgendermalfien: (y1(a+h)-y1(a))/h — msek(a,h)

Ableitung

_ mittlere
Anderungs-
rate

_ lokale
Anderungs-
rate

msek(a,h) = -

h=0

f'(a) = ngg

f(a+h)—f(a)
h

Fir h=0 lasst sich eine Zahl
erganzen: f'(a), sprich: die
Ableitung von f an der Stelle a.

38

f(a+h)—f(a)

N
f(ath)M=mmmmmmmmmmmmmmmms,
Sekanten- ] f(a+h)-f(a)
steigung f(a)%m=mmmmm . |
] : E
' i
= E
* * Xy
a a+th
Tangenten-
steigung
Die Steigung des .

Tangente in A.

Graphen von fin A
ist die Steigung derJ /

o)
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Wissensspeicher

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Zusammenhang Graph und Ableitungsgraph

Wenn der Graph einer Funktion in einem seiner Abschnitte nur steigt (Steigung ist positiv), dann verlauft der
zugehorige Teil des Ableitungsgraphen in diesem Abschnitt immer oberhalb der x-Achse.
Wenn der Graph einer Funktion in einem seiner Abschnitte nur fallt (Steigung ist negativ), dann verlauft der
zugehorige Teil des Ableitungsgraphen in diesem Abschnitt immer unterhalb der x-Achse.

Interpretationen der Ableitung

und ein Extrempunkt des
Graphen...

und ein Extrempunkt des
Graphen der Ableitungs-
funktion...

Bedeutet f... dann bedeutet f'...
der y-Wert eines die Steigung des
Punktes P auf dem Graphen von f in die-
Graphen von f sem Punkt P

ein Punkt mit waagerechter
Tangente

das Vorliegen lokal groRter/
kleinster Steigung

der vom Start in der Zeit
x zurtickgelegte Weg

die Geschwindigkeit
zur Zeit x

ggf. der vom Ausgangs-
punkt erreichte Punkt mit
der gréRten Entfernung

maximale/minimale Ge-
schwindigkeit in einer zeitli-
chen Umgebung

die zur Zeit x erreichte
Geschwindigkeit

die Beschleunigung
zur Zeit x

Zeitpunkt der gréten/
kleinsten Geschwindigkeit

Zeitpunkt der gréten/
kleinsten Beschleunigung in
einer zeitlichen Umgebung.

die Querschnittsfla-
che des Korpers in
dieser Hohe x

das Volumen eines Kor-
pers bis zur Hohe x

wegen der Monotonie nicht
vorhanden

Hohen mit besonders grol3er/
kleiner Querschnittsflache

die Zufluss- bzw. Ab-
flussgeschwindigkeit

das Volumen in einem
Behalter zur Zeit x

Zeitpunkt mit besonders
grofRer/geringer Beflillung.

Zeitpunkte mit extremer Zu-
bzw. Abflussgeschwindigkeit

zur Zeit x

Wichtige Ableitungsregeln

in Worten

Formel und Beispiel

grafisch interpretiert

Ableiten von Potenzfunktionen
Der Exponent wird als Faktor vor
den Ableitungsterm gestellt, der
Exponent verringert sich um 1.

f(x)=x" > f'(x)=n-x""
Beispiel:
f(x)=x" > f'(x)=7-x°

Ableiten der Sinusfunktion

f(x) = sin(x) — f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) — f'(x) = —sin(x)
(Argument im Bogenmalf3!)

Ein konstanter Summand fallt
beim Ableiten weg.

f(x)=g(x)+c — f'(x) =g'(x)
Beispiel:
f(x)=x*+5— f'(x) = 4x°

Wird der Graph einer Funktion
nach oben oder unten verschoben,
so bleibt seine Steigung an jeder
Stelle gleich.

Faktorregel
Ein konstanter Faktor bleibt beim
Ableiten erhalten.

f(x)=a-g(x) > f'(x)=a-g'(x)
Beispiel:

fx)=7-x*> >

f'(x)=5-7-x* =35-x*

Wird der Graph einer Funktion mit
dem Faktor a gestreckt
(gestaucht), so wird seine
Steigung an jeder Stelle mit dem
Faktor a multipliziert.

Summenregel

Eine Summe von zwei Funktio-
nen hat als Ableitung die Summe
der beiden Ableitungen.

f(x) = g(x)+h(x) -

f'(x) =g'(x)+h'(x)

Beispiel:

f(x)=x® +x* - f'(x) =3x* +4x°

Werden zwei Funktionen addiert,
so addieren sich an jeder Stelle
nicht nur die Funktionswerte, son-
dern auch die Steigungen.

Kettenregel mit linearer innerer
Funktion

f(x)=g(a-x+b)—>
f'(x)=a-g'(a-x+b)
Beispiel:
f(x)=sin(3x+2) >
f'(x) =3-cos(3x +2)
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Selbsteinschatzung

5. Selbsteinschatzung

Schatze deine Kenntnisse ein und mache ein Kreuz in der entsprechenden Spalte.

. . ich muss | .
ich bin ich brau-
Ich kann . noch .
sicher .. che Hilfe
tiiben

e das Anderungsverhalten von Situationen und Vorgangen anhand
ihrer Funktionsgraphen qualitativ beschreiben.

e zu einer verbalen Beschreibung eines Anderungsverhaltens einen
mdglichen Graphen zeichnen.
Das Wachstum verlangsamt sich.

e anhand eines Graphen oder einer Tabelle die mittleren Anderungs-
raten in angegebenen Teilabschnitten berechnen.

e die inhaltliche Bedeutung der mittleren Anderungsrate in konkreten
Sachzusammenhéangen angeben.
Weg-Zeit-Diagramm =2 mittlere Geschwindigkeit

e in einem Funktionsgraphen zu gegebenen Punkten die
Sekantensteigung berechnen.

e die inhaltliche Bedeutung der lokalen Anderungsrate in konkreten
Sachzusammenhéangen angeben.
Weg-Zeit-Diagramm > Momentangeschwindigkeit

e die lokale Anderungsrate und die Tangentensteigung fiir beliebige
Funktionen ndherungsweise bestimmen.

e Hoch-, Tief- und Wendepunkte eines Graphen markieren

e zu einem gegebenen Graphen einen Ableitungsgraphen skizzieren

e zu einem gegebenen Ableitungsgraphen einen zugehdrigen Aus-
gangsgraphen skizzieren.

o die Ableitungsregeln fur Potenzfunktion und Sinusfunktion angeben
und anwenden.

o verknupfte/verkettete Funktionen mithilfe der Summen- und Faktor-
regel und der ,Kettenregel mit linearer innerer Funktion‘ ableiten.

15 1 3
f(x) = 3x% + =x% — 2% g(X) = —; h(x) =
(x) 2 g()3x()5x+4
e den TC-Befehl d(f(x),x) fur die Ermittlung von Ableitungsfunktionen

nutzen.

e die lokale Anderungsrate und die Tangentensteigung an
vorgegebenen Stellen fiir ganzrationale Funktionen bestimmen.

40 ”. © T3 Deutschland



Lernprotokoll Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

6. Lernprotokoll

Lernprotokoll 1 — Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehalten
werden. Somit dient es jedem Einzelnen zur Kontrolle seines eigenen Lernzuwachses.
Beantworte dazu folgende Fragen:

1.

Pegelstéande eines Flusses

Uhrzeit 6 Uhr 8 Uhr 9 Uhr 12 Uhr 16 Uhr
Pegelstand (in m) 2,0 2,2 24 3,3

Erlautere an diesem Beispiel den Unterschied zwischen absoluter Anderung, mittlerer und lokaler An-
derungsrate.

M

Der Graph zeigt die zeitliche Entwicklung eines Fruchtflie- y
genbestands.
(i) Erlautere an diesem Beispiel die inhaltliche Bedeutung
von mittlerer und lokaler Anderungsrate.
(ii) Skizziere den Graphen der Anderungsrate des Be-
stands.

X

A
7

Erlautere an einem Beispiel eines Funktionsgraphen anschaulich, wie man von der mittleren
Anderungsrate zur absoluten Anderungsrate gelangt.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x? —3-x und A(1|-2) und B(4 | 4) sind Punkte des Graphen.

(i) Berechne die Sekantensteigung zwischen den Punkten A und B.
(i) Erlautere die Bedeutung des Terms msek(1,h):
(iii) Erlautere, wie man von msek(1,h) zur Ableitung von f im Punkt A gelangt und berechne f'(a).

Erlautere am Beispiel einer Geraden die Berechnung der Steigung.
Zeige, warum diese Berechnung fur das Anderungsverhalten in den Sachzusammenhangen dieser
Unterrichtseinheit nicht ausreicht.

Lernprotokoll 2 — Zusammenhang Graph und Ableitungsgraph

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehal-
ten werden. Somit dient es jedem Einzelnen zur Kontrolle seines eigenen Lernzuwachses.
Beantworte dazu folgende Fragen:

1.
2.

Welche Steigung hat ein Graph an seinen Hoch- und Tiefpunkten?
Gib an, woran man den Wendepunkt eines Graphen erkennt.

Beschreibe, wie man an einem Ableitungsgraphen ablesen kann, dass der Ausgangsgraph einen
Wendepunkt besitzt.

Wenn der Ableitungsgraph an einer Stelle einen Hochpunkt (Tiefpunkt) besitzt, was bedeutet das fir
den Ausgangsgraphen an dieser Stelle?

Wenn der Ableitungsgraph eine Gerade mit positiver (negativer) Steigung ist, was bedeutet das fur
den Ausgangsgraphen?

Wenn der Ableitungsgraph die Normalparabel ist, was bedeutet das fiir den Ausgangsgraphen?
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Kopflibungen

7. Kopfiubungen

Welche FlachengréRe hat ein Kreis mit r =
5 cm ungefahr?
Gib die Formel zur Berechnung an.

Gib folgende WinkelgréRen im Bogenmal an:

o =45°

2. | Wie viele Nullstellen hat der Graph der 2. Vereinfache: b®*3 .p2°
Funktion f mit f(x) = (x—4)2 -37?

3. Bestimme die Loésungsmenge  der 3. Setze um zwei Folgenglieder fort und gib die
Gleichung (2x +5)~(X2 -25)=0. Iterationsvorschrift an:

1,3,6,10, 15, ...

4. | Ordne nach der GroRe: 4. Die Bevdlkerung eines Staates wachst ab

2008 jahrlich um 2,7 %. Gib, konstantes

sin(30°), sin(80°), sin(140°) Wachstum vorausgesetzt, eine Formel zur Be-
rechnung der Bevolkerungszahl im Jahr 2050
an.

3. | Vereinfache: u? -u-u~’ 5. sin(50°) = 0,766. Gib zwei weitere Winkel mit
gleichem Sinuswert an.

6. | Gegeben ist die Funktion f mit 6. Der Kaufpreis hat sich um 20 % gesenkt und

f(x) = x3 +4 . Bestimme zwei Punkte, die petragt Jgtzt 96 €. Wie hoch war der urspriing-
. liche Preis?
auf dem Graphen von f liegen.

7. Berechne die ersten 3 Folgenglieder, wenn 7. Vergleiche einen Kreis mit r=3 cm und ein
gilt: a(0) = 3, a(n)=a(n-1) + 2 Quadrat mit a =6 cm. Welcher Umfang ist

groler?

8. Ein Kredit von 160.000 € wird zu einem 8. Wie gro3 ist die Wahrscheinlichkeit, aus
Zinssatz von 6 % gewahrt. Berechne die einem Skatblatt durch Ziehen ohne Zurick-
Hohe der Zinsen. zulegen zwei Asse zu ziehen?

9. | Lése: 3.2 =192 9. Ein Zylinder hat einen Radius von 30 cm und
ist 40 cm hoch. Gib die Formel zur Berech-
nung der Zylinderoberflache an.

10. Schreibe als Summe: (2x _7)2 _ 10. | Bestimme die Nullstellen der Funktion f mit
f(x)= x? +8x+16
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Rechnerfreie Aufgaben Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

8. Rechnerfreie Aufgaben

Aufgabe 1

Ordne den folgenden Graphen die zugehérigen Eigenschaften aus a) — n) zu. Es sind auch mehrfache Zu-
ordnungen sinnvoll.

Graph Eigenschaften Graph Eigenschaften
I A v A

!

-

1l A \ 4

v

QO
(o

3

Die Funktion ...

a) ist steigend.
b) ist fallend.
c) ist konstant.
d) fallt linear.

e) steigt linear.

f) steigtimmer stéarker.
g) steigt immer schwicher.
h) féallt immer stéarker.

i) fallt immer schwacher.

j) ist erstimmer schwacher steigend, dann immer starker fallend.

k) ist erstimmer starker steigend, dann immer schwacher steigend.
[) st erstimmer starker fallend, dann immer schwécher fallend.
m) ist erstimmer schwacher fallend, dann immer stéarker fallend.

n) ist erstimmer schwacher steigend, dann immer stéarker steigend.

© T3 Deutschland ”. 43



Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Rechnerfreie Aufgaben

Aufgabe 2

Ordne den Aussagen den entsprechenden Graphen zu. Zu jeder Aussage gibt es nur einen passenden Gra-
phen!
Die Mafeinheit der y-Achse steht in eckigen Klammern hinter den Aussagen.

Aussagen: Graph:

Die Erdbevolkerung wachst langsamer.
[Anzahl der Menschen]

Zahl der Bundesburger nimmt langsamer ab.
[Anzahl der Bundesbiirger]

Der Anstieg der Arbeitslosenzahlen hat sich seit der Wahl verlangsamt, wahrend er sich in
den Jahren davor immer beschleunigt hat.
[Anzahl der Arbeitslosen]

Die Schulden des Unternehmens steigen langsamer.

[Kontostand in €]
a) A b) A
Zeit /
Zeit
c) A d) A
Zeit
Zeit
e) Ar f) A
Zeit > Zeit g
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Rechnerfreie Aufgaben

Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Aufgabe 3

Ordne den Graphen der Funktion und die zugehdrige Ableitungsfunktion zu.
Begruinde jeweils, warum der Graph passt und warum er zu keiner der anderen Funktionen gehdren kann.

Graphen der Funktionen

Graphen der Ableitungsfunktionen

<™ 4 N ~
¥ y y 11y
31 3 31 0 o~ X\
}/i 3
i 2-u g
f /
} 14 1 1 21
0 X 0 Xy 0 X\
o 1 2 3 i o 1 2 3 o 1 2 3 -3
o~ <™

b 4

y \v
31 3

A

LY
vl

o 1 2 31\

Aufgabe 4

Ordne den Graphen der Funktion und die zugehdrige Ableitungsfunktion zu.
Begriinde jeweils, warum der Graph passt und warum er zu keiner der anderen Funktionen gehdéren kann.

Graphen der Funktionen

)

y

N 0
21 1
1 f
0 x\

b1 2 3 \ 3
™
2{ g

2

& 1
0 X5 0

b

o 1 2 3

Graphen der Ableitungsfunktionen

N o~

0 x\
o 1 A 3
o B
y y
0 X

h 4
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Klassenarbeitsaufgaben

9. Klassenarbeitsaufgaben

Aufgabe 1
Bei einer Radtour wurde jede Stunde der Kilometerstand des Tachometers notiert. tinh | sinkm
Insgesamt wurden also 48 km zuriickgelegt. 0 0
1 8
a) Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeiten der gesamten Tour und fir jede
Stunde einzeln 2 26
b) Skizziere das Diagramm fiir die Funktion Zeit > Weg unter der Annahme, dass 3 30
die Radler jeweils eine Stunde konstant mit der jeweiligen Durchschnittsge- 4 40
schwindigkeit fahren. 5 48

c) Die Annahme in b ist nicht ganz realistisch. Skizziere in dieses Koordinatensys-
tem einen realistischen Verlauf der Tour.

d) Gibt es Zeitpunkte, zu denen die Geschwindigkeit oberhalb der gréfiten Durch-
schnittsgeschwindigkeit liegt? Gib diese an und begriinde kurz.

Aufgabe 2
Zu untersuchen ist die Funktion mit der Gleichung f(x) = x2-2.x%.

a) Berechne nur mithilfe der Gleichung die Sekantensteigung flr die Intervalle [-1;1] und [1;3].

b) Gib ein Intervall an, in dem die Sekantensteigung m=0 ist.

c) Beschreibe kurz, wie man zur lokalen Anderungsrate an der Stelle x = 3 gelangt, und gib den exakten
oder einen guten Naherungswert an.

Aufgabe 3

In der Zeitung liest man 6fter AuRerungen, wie die folgenden (zum Beispiel im Hinblick auf Umsatzentwick-
lung):

I) Die Talfahrt ist gebremst ) Der Aufschwung gewinnt an Fahrt
a) Skizziere den Graphen flr den Bestand (etwa den Unternehmensumsatz in Abhangigkeit von der Zeit).
b) Beschreibe, wie sich die Anderungsrate entwickelt.
Aufgabe 4

Skizziere den Graphen der zugehorigen Ableitungsfunktion f fiir -4 < x <10.

4ly

2

D . X>
6 -4 2 o 2 4 6 8 10 12

2
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Klassenarbeitsaufgaben Anderungsraten und Ableitungsfunktionen

Aufgabe 5

Skizziere den Graphen einer Funktion f, die den abgebildeten Graphen darunter als Graph der Ablei-
tungsfunktion f* hat.

1 4
5{¥ 1 LSS TR S N SN SN S SNV S T sIY
4 . . ; ; . Lo 4] : : : . i : -1
3 3] 3
2 2 2
1 1] 1
Q X> 0 J-:> 0 X
3 2 1 0 1 2 3 4 B 3 2 1 4] 1 2 3 4 B 4 3 2 1 0 1 2 3 4
1 -1 1
2 -2 2
3 -3 3
4 -4)
4 4
5| 5|Y 54)’
4 4 4
3 3 3
2 2
1 1
x X 0 ¥
5 3 1 2 3 4 E] -4 -3 1 0 1 2 3 4
2]
-3

Aufgabe 6

Der folgende Graph beschreibt den Schulweg von Giovanni. Die Hochachse gibt die Entfernung in
Metern an.

a) Entnimm dem Graphen Informationen tber den Schulweg.
b) Skizziere den zugehdrigen Graphen der lokalen Anderungsrate und be schreibe die Zusammen-
hange zum Ausgangsgraphen.

4
Entfernung von Zuhause
10007 —
500~
0 Uhrzeit>
7:40 7:45 7:50 7:55
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen Klassenarbeitsaufgaben

Aufgabe 7

Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion f'.

______ Y S R S T I T e -4
-5]

-r- i) 4 rFs :
! y ! _4ly
L 4] E :
e ; 3] |

B 1 IS S S SO S S B i :
] ! 2] :

2l . 5
s | SO S S S (8 S M
.l s ; e s
I : : —0 X
0 i Xk 4 3 2 - Jo 1 2 3 4
1 fo 1 2 3 4 5 & | S SRS RIS S IS B S S

_______________________ 2) L

SR I SR PR SR SR W

______________________ S J R S N S
-3]

! -4
L 4
e 5,

Aufgabe 8
a) Bestimme jeweils die Ableitung unter Angabe der Zwischenschritte und Ableitungsregeln:
1 3
f(x) = 3x° —2x X)=— h(x) = ———.
(x) 9(x) = (0= 577

b) a sei eine beliebige reelle Konstante. Gib jeweils die Ableitung der Funktionen f, g und h an. Erlautere
die Auswirkung des Parameters a auf den graphischen Verlauf von g und h im Vergleich zum Graphen
von f und die durch a bewirkte Anderung bei den Ableitungen g’ und h’ im Vergleich zu f'.

f(x) = x° g(x)=x"+a h(x) = (x +a)°’

c) Gegeben sind zwei Ableitungen. Gib jeweils einen Term der Ausgangsfunktionen f und g an.
f'(x) = 2x + 6x° g'(x) = cos(x)
Katrin hat in beiden Fallen einen anderen Term als Du gefunden. Nimm Stellung.
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Notizen Anderungsraten und Ableitungsfunktionen
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Computer-Algebra im Mathematikunterricht
Entdecken, Rechnen, Organisieren

Ganzrationale Funktionen

Le hrermaterialien
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Meth./Did. Hinweise

Ganzrationale Funktionen
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Mind Map

Ganzrationale Funktionen

Mind Map
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Ganzrationale Funktionen

Kompetenzen

Inhaltsbezogene Kompetenzen

Mit diesem Unterrichtsmaterial werden folgende inhaltsbezogenen Kompetenzen vermittelt:

Zahlen und Operationen

GroRen und Messen

Raum und Form

funktionaler Zusammenhang

Daten und Zufall

identifizieren und klassifizieren Funktionen in Tabellen, Termen,
Gleichungen und Graphen

stellen Funktionen durch Terme und Gleichungen dar und wech-
seln zwischen den Darstellungen Term, Gleichung, Tabelle,
Graph

modellieren Sachsituationen durch Funktionen

wenden die Eigenschaften von Funktionen auch unter Verwen-
dung des eingeflhrten Taschenrechners zur Losung von Prob-
lemen an und bewerten die Losungen

bestimmen die Funktionsgleichung aus dem Graphen

entwickeln Graphen und Ableitungsgraphen auseinander, be-
schreiben und begriinden Zusammenhange und interpretieren
diese in Sachzusammenhangen

bestimmen die Ableitungsfunktion von ganzrationalen Funktionen
bis 4. Grades

wenden die Summen- und Faktorregel zur Berechnung von
Ableitungsfunktionen an

I6sen mit der Ableitung von ganzrationalen Funktionen
Sachprobleme, insbesondere Optimierungsprobleme, auch unter
Verwendung des eingeflihrten Taschenrechners

untersuchen Funktionen und ihre Graphen unter Verwendung der
Ableitung, auch unter Verwendung des eingefiihrten Taschen-
rechners
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Fertigkeiten Ganzrationale Funktionen

Hinweise zu rechnerspezifischen und rechnerfreien Fertigkeiten

Rechnerfreie Fertigkeiten

Obwohl die Einheit ,Ganzrationale Funktionen’ mit Verwendung des TC als Werkzeug unterrichtet wird, sol-
len bestimmte Fahigkeiten von den Schilerinnen und Schiilern auch rechnerfrei erworben und be herrscht
werden. Diese Fertigkeiten sollen in Klassenarbeiten oder in Kurztests nachgewiesen bzw. abgeprift wer-
den. Folgende rechnerfreie Fertigkeiten erscheinen uns relevant:

Die Schulerinnen und Schuler sollen

1. Achsensymmetrie zur y-Achse und Punktsymmetrie zum Ursprung erkennen.
die maximale Anzahl von Nullstellen, Extrempunkten und Wendepunkten angeben kénnen.

3. bei einem faktorisierten Funktionsterm die Nullstellen der Funktion und deren Vielfachheit angeben
kénnen.

4. den Zusammenhang zwischen Vielfachheit einer Nullstelle und dem Verlauf des Graphen in der
Umgebung dieser Nullstelle beschreiben kdnnen.

5. in einfachen Fallen die Linearfaktorzerlegung durchfiihren kénnen.

CAS-Fertigkeiten
Im Umgang mit dem TC sollen die Schiler am Ende der Einheit Uber folgende Fertigkeiten verfiigen:
1. mit dem ,factor’-Befehl die Linearfaktorzerlegung geeigneter Funktionen durchfiihren kénnen.
2. fur gegebene Funktionen mithilfe des Ableitungsbefehls und des ,Solve’-Befehls Kandidaten fur

Extremstellen bestimmen konnen.
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Ganzrationale Funktionen

Meth./Did. Hinweise

Thema 1.0: Untersuchung ganzrationaler Funktionen — Motivation

Dauer: 1 Stunde

Zwei Anwendungsbeispiele sollen als Einfiihrung verdeutlichen, wie man Optimierungsprobleme mit ganzra-

tionalen Funktionen modellieren und durch Extremwertbestimmung I16sen kann.

Besondere Materialien/Technologie:
SM 1.1

Ablauf der Stunde 1

Inhalt Medien

Kommentar

Einstieg:

Lehrerinformation: Ziel der folgenden UE: Man kann mit den neu | SM 1.1

erworbenen Analysiskenntnissen Optimierungsprobleme lésen. Aufg.1, 2

Dazu ein (zwei) Beispiel(e)

Erarbeitung:

Aufgabe ,Schachtel‘ experimentell und theoretisch.
Ergebnissicherung prasentiert die Extremwertbestimmung grafisch,
tabellarisch und rechnerisch mit der Ableitung.

Je nach Zeitbedarf auch die Aufgabe ,Tischplatte® bearbeiten.

Far Aufg.1 Blatter aus
A4-Format zuschneiden.
Erarbeitung Aufg.1 in

Partnerarbeit.

Sicherung:
Wenn man einen geeigneten Funktionsterm aufstellen kann, der
das Optimierungsproblem beschreibt, kann man das Problem

durch Extremwertbestimmung der Funktion (grafisch, tabellarisch

oder rechnerisch) l6sen.

: ¥
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Meth./Did. Hinweise Ganzrationale Funktionen

Thema 1.1: Untersuchung ganzrationaler Funktionen — Nullstellen Dauer: 5 Stunden

und globales Verhalten

Anhand der Produkte linearer Funktionsterme wird der Begriff der ganzrationalen Funktion eingefiihrt. Die
Darstellungen als Produkt und als Summe werden aufgezeigt. Aus der Produktdarstellung heraus werden
Aussagen Uber die Vielfachheit und die Anzahl der Nullstellen abgeleitet. Das Vorgehen ist dabei rein inner-
mathematisch. Zur Betonung der Relevanz dieser Funktionengruppe kann eine Information durch den Lehrer
dariiber erfolgen, dass ganzrationale Funktionen wegen ihrer besonders guten Berechenbarkeit und der gu-
ten Anpassungsmoglichkeiten fiur ihre Eigenschaften besonders fiir Modellierungen geeignet sind, die dann

im Kapitel 2 erfolgen.

Besondere Materialien/Technologie:
SM 1.2 bis SM 1.12
SM 2.1 bis SM 2.3 aus der vorherigen Einheit (Anderungsraten und Ableitungsfunktionen)

Schreibfolien

Ablauf der Stunde 2

Inhalt Medien Kommentar

Einstieg:

Aufgabe zum Erproben und Entdecken SM 1.2, Aufgabe 3 SM1.2 Nachdem in Einzelarbeit

Hilfen: Aufg.3 (a,b) die Vorkenntnisse

e ,Beschreibe Deine Beobachtungen beziiglich der Lage und der reaktiviert wurden, werden
Anzahl der Nullstellen!” in Partnerarbeit (c,d)

e Vergleiche die Nullstellen der neuen Funktion (Produktfunk- verschiedene Polynome

tion) mit denen der linearen Funktionen!” erzeugt und in der
faktorisierten Form unter-
sucht, was zu Aussagen

Uber die Nullstellen flhrt.

Erarbeitung:

Information: Die linearen Terme, die als Faktoren verwendet | OHP- Sicherung der

werden, nennt man Linearfaktoren des Funktionsterms. Display Informationen und der

Ergebnisse: Ergebnisse mit Beispiel-

e Die Nullstellen der Linearfaktoren sind Nullstellen der graphen an der Tafel.
Produktfunktion. Beispiel: p(x) = x-(x—1)-(x+2) Ggf. muss auch der

Begriff ,Produktfunktion’

erlautert werden.

e Wenn derselbe Linearfaktor zweifach auftritt, besitzt die

Produktfunktion an de ssen Nullstelle eine Berlhrstelle/
Extremstelle. Beispiel: p(x) = x-(x —1)2
Man spricht hier von einer doppelten Nullstelle.

e Wenn derselbe Linearfaktor dreifach auftritt, besitzt die

Produktfunktion dort eine Nullstelle mit waagerechter Tangente,
die keine Extremstelle ist. Beispiel: p(x) = x°

Man spricht hier von einer dreifachen Nullstelle.
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Ganzrationale Funktionen

Meth./Did. Hinweise

Vertiefung (eventuell als vorbereitende Hausaufgabe (1)):
Multipliziere die Funktionsterme aus und vergleiche diese:

Welche Gemeinsamkeiten und welche Unterschiede ergeben sich
in der Termstruktur?

Beschreibe, welche Potenzen vorkommen.

Vorbereitung der Defini-
tion der ganzrationalen

Funktion.

Ergebnis:

Alle Terme sind Summen von Potenzfunktionen. Unterschiede
ergeben sich in der Hohe der auftretenden Exponenten und bei
den Werten der Faktoren vor den Potenzen.

Vermutung: Die Anzahl der Linearfaktoren entspricht dem Wert des

héchsten Exponenten.

Alternative Hausaufgabe (2):

Die Schilerinnen und Schiler bearbeiten das SM 1.2 Aufgabe 4 | SM 1.2 Umkehrung der Aufga-
(Reserve SM 1.3, Aufgabe 5) Aufg.4 benstellung
Ablauf der Stunde 3
Inhalt Medien Kommentar
Information (im Bezug auf die Vertiefungs-/Hausaufgabe (1)):
Definition: Wissens- | Information zu den
Eine Funktion mit einer Gleichung der Art speicher Schreibweisen durch den
f(x)=a,-X"+a, 1 X"+ +a, x%+a; - x+ag mit einer Lehrer.
nattrlichen Zahl n heift ganzrationale Funktion vom Grad n. Sinnvoll ist es, Vernet-
Den Funktionsterm nennt man Polynom. Die Zahlen ay, ..., a, zungen zu den Spezial-
nennt man Koeffizienten des Polynoms. fallen linearer und quad-
. . ratischer Funktionen her-
Hinweis:
In der Definition wird die Darstellung als Summe gewahlt. Manche zustellen.
Polynome lassen sich aber auch als Produkt von Linearfaktoren Dies kann auch mithilfe
darstellen. Die Umwandlung geschieht mithilfe der Befehle von Aufgabe 6 (SM 1.3)
‘ . geschehen.

,expand‘ und ,factor’.

e A1 aebraloaic other Pran1ojc1enn Up

®expand((x — 2= - 11-=-(=+ 17)

xt -2 - nZaa.
u Factnr[x4 N JEVL: DU 2-><]
wolx = 2)-[x - 1) (= + 1)

factopr(x™d—2 %3 -2+ 2 %%

HMalM EaD AUTO FUMC 2230
Den unteren Term, das Produkt, nennt man
Linearfaktorzerlegung des Polynoms.
Ubung:
Die Begriffe und B ezeichnungen aus der Definition sollen gelbt | SM 1.3
werden durch Identifikation, Vernetzung mit Bekanntem und durch | Aufg. 5-8

Kontrastieren.

: ¥
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Meth./Did. Hinweise

Ganzrationale Funktionen

Problematisierung:

-Welche Vermutungen ergeben sich aus den bisherigen | Folie fur Mégliche Hypothesen:

Beobachtungen beziglich der minimalen/maximalen Anzahl von | die Ver- Grad < Nullstellenanzahl

Nullstellen?* mutungen | Es gibt ganzrationale

,Wahle die am besten geeignete Darstellungsform fiir die Unter- Funktionen ohne Null-

suchung der Nullstellen!* stellen.
Bei ungeradem Grad gibt
es mindestens eine.

Langzeithausaufgabe:

Erarbeitung des Globalverlaufes (mdgliche Symmetrien und | SM 1.5 Die Schiler haben eine

Verhalten an den Randern) ganzrationaler Funktionen. bis Woche Zeit, sich anhand

SM1.9 der Materialien den

Sachverhalt selbst zu er-
arbeiten.

Ablauf der Stunde 4

Inhalt Medien Kommentar

Einstieg:

Sammeln der Hypothesen aus der Vorstunde. Folie mit

Strategie: den Ver-

Produktdarstellung fur die Untersuchung, wenn Nullstellen | mutungen

vorliegen.

Erarbeitung:

Entweder die Schilerinnen und S chiiler duflern Hypothesen zur | SM 1.3 Je nachdem, wie weit die

minimalen und maximalen Anzahl der Nullstellen und zum | Aufg. 9 Hypothesen der

Zusammenhang mit den Linearfaktoren oder man unterstitzt diese | und 10 Schilerinnen und

mit den Aufgaben 9 und 10:

e Verbindungen zu den Kenntnissen aus dem Bereich
quadratischer Funktionen.
e Genauere quantitative Auswertung der Experimente mit den
Linearfaktoren.
Arbeitsauftrag:
.Bearbeite Aufgabe 9und 10 und f ormuliere, was Du Uber die
Anzahl der Nullstellen, die Anzahl der Linearfaktoren und den Grad

herausgefunden hast!”

Schiuler gehen, kann
man auf diese aufbauend
eigene Beispiele
entwickeln lassen oder
die vorbereiteten

Aufgaben verwenden.
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Ganzrationale Funktionen

Meth./Did. Hinweise

Mogliche Ergebnisse:

e Es gibt ganzrationale Funktionen ohne Nullstellen, z.B. | Tafel Die Polynomdividion steht

f(x) = x? +1. Deren Grad ist immer gerade. nicht zur Verflgung.
Deshalb ist die

e Ganzrationale Funktionen mit ungeradem Grad haben Abspaltbarkeit des
mindestens eine Nullstelle, z. B. f(x)=x>. Linearfaktors einer

e Eine ganzrationale Funktion vom Grad nh at hochstens n Nullstelle hochstens eine
Nullstellen, z. B. f(x) = x* — 4x. Lehrerinformation ohne

Beweis.

o Bei einer Zerlegung in Linearfaktoren bestimmt deren Anzahl Auf die Eindeutigkeit der
den Grad. Linearfaktoren kénnen auch mehrfach vorkommen; Zerlegung in Analogie zur
dann ist die Anzahl der Nullstellen kleiner als der Grad der ebenfalls unbekannten
Funktion, z. B. f(x)=(2x—1)-(Xx+2)-(x +2) = (2x—1)-(x + 2)*. Eindeutigkeit der

Primfaktorzerlegung wird
nicht eingegangen.

Optional:

Information: Ist die Funktion f eine ganzrationale Funktion mit

Grad n und x; eine Nullstelle, dann kann man f als Produkt des

Linearfaktors (x —x4) und der ganzrationalen Funktion g vom Grad

n—1 schreiben: f(x) = (x—x%4)-9(x).

Folgerung:

Also lasst sich diese ,Abspaltung’ eines Linearfaktors hdchstens

n-mal durchfihren. Deshalb kann die Zahl der Nullstellen auch

hdchstens so grofd wie der Grad der Funktion sein.

Wenn ein Linearfaktor mehrfach vorkommt oder ein Faktor der Art

(x2 +1) auftaucht (ohne Nullstellen), dann ist die Zahl der Null-

stellen von f kleiner als der Grad.

Ablauf der Stunden 5 und 6

Inhalt Medien Kommentar

Ubungen zu Nullstellen und Linearfaktorisierung

Aufgabentyp Aufgabennummer SM 1.4 In den Ubungen werden

SM 1.4 die vielfaltigen Informati-

Darstellungsformen bewerten
Aufgabe 11/12

Bestimmung des Terms aus dem Graphen | SM 1.4 Aufgabe 13

SM 1.4
Aufgaben 14/15

Ermittlung von Eigenschaften aus dem

Term

onen der letzten Stunden
gefestigt und auf ihre
Belastbarkeit hin tber-

pruft.

Vorbereitende Hausaufgabe:

Stelle mithilfe der Aufgaben aus SM 2.1 bis 2.3 aus der
vorherigen Einheit (Anderungsraten und Ableitungsfunktionen)
alle Informationen zu Hoch- und Tiefpunkten zusammen.

Bereite einen kurzen Bericht vor.

: ¥
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Meth./Did. Hinweise

Ganzrationale Funktionen

1.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen — Extremstellen

Dauer: 4 Stunden

Dieser Abschnitt baut thematisch auf dem Wissenstand der vorherigen Einheit ,Anderungsraten und Ablei-

tungsfunktionen‘ tiber Extrem- und Wendestellen auf. Wahrend dort der grafische Aspekt im Vordergrund

stand, soll nun hier im Zusammenhang mit ganzrationalen Funktionen eine Betrachtung auf algebraischer

Ebene stattfinden. Wendepunkte werden im Kontext der Untersuchung des Krimmungsverhaltens von

Funktionsgraphen im ersten Semester der Qualifikationsphase zentral thematisiert und sind vor diesem Hin-

tergrund kein Inhalt des Kercurriculums der Sek I. Dennoch bietet es sich im vorliegenden Unterrichtsgang

(optional) an, zumindest die ,Kandidaten® fir Wendestellen algebraisch zu bestimmen.

Besondere Materialien/Technologie:

LM 1.1 Kopiervorlage sowie LM 1.2a und LM 1.3a/b Folienvorlagen
SM 1.10 und SM 1.11

Stifte, Tafelmagnete oder Klebeband

Ablauf der Stunden 7 bis 9

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
In der kurzen Besprechung der vorbereitenden Hausaufgabe rekapitu- Unterrichtsgesprach
lieren die Schilerinnen und Schiler ihr Wissen Uber Extrem- und
Wendepunkte.
Die Lehrkraft leitet zur Betrachtung von ganzrationalen Funktionen | LM 1.2a
(z. B. Folie von LM 1.2a) Uber und teilt das Ziel der Stunde mit: SM 1.10
Wir suchen eine Methode, mit der man Extrem- und Wendestellen | Aufg. 23
algebraisch bestimmen kann.
Einen Uberblick tiber die Graphen bietet LM 1.2b
Auftrag: ,Uberpriife, wie man mithilfe der 1. Ableitung eindeutig
entscheiden kann, ob der Graph einer Funktion an einer Stelle x einen
Tief- oder Hochpunkt oder einen Wendepunkt hat.*
Erarbeitung:
Vorschlag fur die Organisation: Kopien arbeitsteilige
Die Funktionen f, gund hw erden an relativ leistungshomogene | von Gruppenarbeit
Gruppen verteilt: f einfacher, g mittlerer und h héherer Schwierigkeits- | LM 1.1,
grad. Dabei werden die Funktionen doppelt vergeben. Zur | Stifte, evtl. Hinweis auf TC-
Prasentation werden die Plakate mit den Graphen der Ausgangs- und | Magnete Hilfe zur Bestimmung
Ableitungsfunktion untereinander an der Tafel befestigt. Die | oder Kle- | der Ableitung
gedoppelten Gruppen erganzen einander. beband
Die Plakate kdnnen anschlieBend im Klassenraum verbleiben.
Hinweis: Die Arbeitsphase soll sicherstellen, dass alle Schilerinnen
und Schiler die Ergebnisse der letzten Unterrichtseinheit
wiederholt haben. In leistungsstarken Lerngruppen kann
diese gekirzt werden.
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Auswertung:

Die Prasentation sollte folgende Ergebnisse erbringen:

e Wenn eine Funktion an einer Stelle x eine Extremstelle hat, dann
hat die Ableitungsfunktion an der Stelle eine Nullstelle.

e Die Umkehrung gilt nicht, wie die Stelle -2 bei der Funktion g oder 0
bei der Funktion h zeigt (Stellen mit Sattelpunkt).

e Mit der Bedingung f(x)=0findet man die moglichen Kandidaten

fur eine Extremstelle (notwendige Bedingung).

e Andert der Graph der Ableitungsfunktion in einer Umgebung der
Nullstelle xq sein Vorzeichen, dann liegt eine Extremstelle vor.

o Wechselt die Ableitungsfunktion an der Nullstelle x, das
Vorzeichen von Plus (+) zu Minus (-), dann hat der Graph der
Ausgangsfunktion einen Hochpunkt.

o Wechselt die Ableitungsfunktion an der Nullstelle xo das Vorzeichen
von Minus (-) zu Plus (+), dann hat der Graph der Ausgangs-
funktion einen Tiefpunkt.

o Die Feststellungen setzen voraus, dass die Funktion an der Stelle

Xo Uberhaupt differenzierbar ist.

e An den Wendestellen des Ausgangsgraphen hat der Ableitungs-
graph jeweils einen Hoch- oder Tiefpunkt. (Wiederholung aus
der Einheit Anderungsraten)

o Die Frage nach der algebraischen Berechnung der Wendestellen

fihrt zur Berechnung der Extremstellen der Ableitungsfunktion.

Plakate

Schulervortrag

Unterrichtsgesprach

Sicherung:

Die Ergebnisse werden im Wissensspeicher gesichert.

Wissens-

speicher

Erarbeitung:

Das VZW-Kriterium wird an Beispielen angewendet (,Extremstellen-
Casting’). Hierbei muss der Begriff ,Umgebung der Nullstelle’
konkretisiert werden, indem zwei Stellen rechts und links von der
Nullstelle so ausgewahlt werden, dass die nachste Nullstelle nicht
Uberschritten wird. Eine Veranschaulichung am Zahlenstrahl bietet

sich an.

SM 1.10
Aufg. 24a

Lehrervortrag

Partnerarbeit

Ubungen:
Bei den Ubungsaufgaben stellt die Aufgabe 26 eine besondere
Herausforderung dar. Hier bietet sich auch in Verbindung mit der

Langzeitaufgabe zur Symmetrie ein Anknupfungspunkt.

SM 1.10
Aufg. 24b
bis 26

Partnerarbeit

Hausaufgabe:

Zur Vorbereitung der Besprechung der Langzeithausaufgabe zur
,Symmetrie’ und ,Globalverlauf' werden die Schilerinnen oder Schuler
mit der Prasentation einzelner Aufgaben beauftragt (Ergebnisse auf

Folie schreiben, den TC ,flttern’).

Folien
LM 1.3a/b

: ¥
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LM 1.1 Kopiervorlage fiir das Koordinatensystem. Vorher auf DIN-A3 kopieren.
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LM 1.2a Folienvorlage

Aufgabe 24

f(x) = 0,125x3 —1,125x° +1,875x + 3,125
a(x) = —0,25x4 —x3 1 4x+2

h(x) = -0,1x° +0,67x> —1

Stelle die Graphen der Funktion und ihrer Ableitungsfunktion jeweils in einem

Koordinatensystem dar. Lege die Koordinatensysteme untereinander.
Uberpriife, wie man mithilfe der 1. Ableitung eindeutig entscheiden kann, ob der

Graph einer Funktion an einer Stelle x einen Tief- oder Hochpunkt hat.

LM 1.2b Losungen zu SM 1.10 Aufgabe 24

Aufgabe 24

-
L
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R
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LM 1.3a Folienvorlage

Aufgabe 21

Gilt fur alle x: f(—=x)=1f(X), so ist der Graph der Funktion f achsensymmetrisch zur
y-Achse.

Gilt fir alle x: f(=x) =—f(X), so ist der Graph der Funktion f punktsymmetrisch zum
Ursprung.
y

f(X) Lo fflnn ,

o f ] %)
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LM1.3b Folienvorlage

Aufgabe 18

n gerade, a, >0
f(x) > fUr x >
f(X) > o0 fir x > —0

y/ y/
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1.3 Untersuchung ganzrationaler Funktionen - Langzeithausaufgabe

Dauer: 1 Stunde

Die Ergebnisse der Langzeithausaufgabe zur Symmetrie und zum Globalverlauf

Besondere Materialien/Technologie:
LM 1.3a/b (Folienvorlagen)
SM 1.5 bis SM 1.9

Ablauf der Stunde 10

Inhalt Medien Kommentar
Langzeithausaufgabe — Besprechung
Die Experten prasentieren die zugeteilten Aufgaben. Die Ubrigen | SM 1.5 Schilervortrag
Schilerinnen und Schiiler ergénzen oder stellen Nachfragen. bis Unterrichtsgesprach
SM 1.9
Wichtig ist eine zusammenfassende Rickschau:
e ,Was haben wir Uber die Symmetrie und das Verhalten an den
Randern bei ganzrationalen Funktionen gelernt?” Wissens-
e ,Welche Vorteile bieten diese Kenntnisse bei der Bestimmung | speicher
von Extremstellen?”
Ubung / Hausaufgabe
Lésungshilfe zu Aufg. 27 SM1.11
Aufg. 27

Linker Graph: TP4(-12]-858), HP4(0]6), TP,(3|-14,3),
Rechter Graph: TP(-1|-18,1), HP(12|165)

1.4 Untersuchung ganzrationaler Funktionen — Ubungen

Dauer: 2 Stunden

Besondere Materialien/Technologie:
LM 1.4 Lésungshinweise
SM 1.12 und SM 1.13

Ablauf der Stunden 11 und 12

Inhalt Medien Kommentar

Ubungen:

Das Schiilermaterial bietet vielfaltige Aufgaben zur Ubung im Um- | SM 1.11/ | Die Aufgabenbearbei-
gang mit ganzrationalen Funktionen. 1.12 tung kann gut arbeitstei-
Einen Uberblick erhalt man durch die Tipps und Lésungen in Aufg 28 lig im Expertensystem
LM 1.4 bis 34 oder als Stationenlernen
Die Aufgaben 29 und 30 sind zur Differenzierung gedacht. LM 1.4 organisiert werden.
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LM 1.4 Losungshinweise zu SM 1.11 - 1.12

(In den Schiilerlésungen miissen ausfiihrlichere Begleittexte erscheinen!)

Aufgabe 29

a) Im Ursprung befindet sich stets eine Nullstelle und die Wendestelle (Punktsymmetrie zum Ursprung). Fir
b < 0 gibt es stets zwei Extremstellen und drei Nullstellen (je kleiner b, desto gréRer die ,Ausschlage” des
Graphen), fir b > 0keine Extremstellen und nur die Nullstelle im Ursprung (je gréRer b, desto steiler der

Graph).

2 Cw Far
- {— 200 Tr*ac,e Regr*aph I"Iat,h Ot |

?4/

FMalW EAD AUTO

b) Falle a = 0 und b = 0 einfach.

Fur a =0 = b ist stets eine doppelte Nullstelle im Ursprung, die auch Extremstelle ist.
Fir a = 1, b < 0 stets Max. im Ursprung, Min. im 4. Quadrant (je kleiner b, desto kleiner yg). Fir a = 1,
b > 0 stets Min. im Ursprung, Max. im 2.Quadrant (je groRer b, desto groRer yg)

[FImy Fev | F= | F4 [ F5= | F&™ (I & % |

v{— £oom Tr*ac,E- Regr*aph I"Iath Dr‘aw -

Fev | F7  [F4 [F5T|_ FET | fr
v{—Z-:-DmEdlt, <ALl |stulels s .

AW Enh AalTO FUHC

AFLOTE
wyl=xS+ £-2 -1 @ 1 2%l
o=l

g3=
ud=

Fur a = - 1 gleiche Ergebnisse, gespiegelt an der y-Achse.

Der Faktor a streckt die Kurve, ohne die Zahl der Nullstellen oder Extremwerte zu andern.

Aufgabe 30

Fer o

v{— Zoorm Tr*au:E- Regr*aph I"Iath Dr‘aw -

Ak

1 Fzr FEv 1 Fu™ FE FE™
- E Algebra|Calc DLherTPrngDTClean Up

lFactnP[.ZE-x4+><3—4.5-x2,x
V25w (k- 2T BT
_d UL S .-
s E a5t T - 45 7)
L RV I

lsnlue(x3+3-x2—9.-x=l3,x]
#x=1.9 or x=0 or x= -4.9

(ST EaD AUTO FLMC

solvetx*I+I X229 _ ¥x=0_ x|

(-8<x<5,-90<y<bh)

Aufgabe 31

a) Erklart sich aus Verhalten flir x — +oo:
Grad ungerade - mindestens eine Nullstelle; Grad gerade - mindestens eine Extremstelle

MAlW EADh AUTO FUMWC 2A%0

b) Benachbarte Extrempunkte missen unterschiedliches Kriimmungsverhalten haben. Also gibt es dazwi-

schen einen Punkt mit Krimmung Null.

c) Die Steigung der Funktion flr x — too wird (betragsmafig) unendlich groR (siehe Ableitungsterm!). Also
muss sie sich dazwischen zunachst verkleinern und dann vergréfiern (oder umgekehrt). Das bedeutet

einen Wechsel des Krimmungsverhaltens.

d) Spiegelsymmetrie zur y-Achse bedeutet, dass die Tangente an den Graphen in x = 0 die Steigung Null
haben muss. Diese waagerechte Tangente kann auerdem nicht zu einem Wendepunkt gehoren.

70
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Aufgabe 32

a) Die Extremstellen liegen stets bei x = - 1 und x = 1: Zwei Nullstellen entstehen, wenn die zugehdrigen
Extrempunkte die x-Achse berihren. Dies trifft zu fira=-2und a = 2.

1 Few | F= O [FET|_FET N
vE Zoom|Edit| ~|ALL|Stale|s s .

1 Fzw Fz Fy4 FEw FE* 7 B
- E Zoon|Trace |Regraph [Math|Draw) - f
SFLOTE
wgl=x3-F-w+£-3 -2 -1 @ 1 2 33
uz2=

//A

FAIMN EAD AUTO FLUMC Hﬂ=

(9

Fir a < -2 oder a > 2 nur eine Nullstelle, flir — 2 < a < 2 drei Nullstellen.

b) Bestimmung der Extremwerte: i |zoon|Trace|Rearaph|athioraulr & [
(- 2,397 | - 5,174); (- 1| 0); (1,147 | - 16,31).
Also: g(x) + a hat

0 Nullstellen ftir a > 16,31
1 Nullstelle firr a = 16,31 \/ \\/
FUNC

2 Nullstellen fiir 5,174 <a < 16,31
3 Nullstellen fira = 5,174

4 Nullstellen fir0 <a < 5,174 o T
2 Nullstellen fira <0

Aufgabe 33

Wenn der Wendepunkt bezweifelt wird, kdnnte es sich nur um zwei nahe beieinander liegende Extremstellen
X; < Xo handeln, deren Funktionswerte sich kaum unterscheiden. Dann muisste bei x4 ein Maximum und bei
Xz ein Minimum vorliegen.

a) Zoomen bringt keine Aufklarung. fMin und fMax bringt teilweise falsche Ergebnisse (z. B. T(4,5| 1124);
H(5,5]1128)!).

b) Aufklarung klappt mit Algebra (Ableitung = 0) und ausreichender Kommazahl:
H(5,09902 | 1127,01330001); T(5,1 | 1127,0133). Allerdings muss das mit dem VZW gepriift werden.
Eleganter geht es, wenn man den Ableitungsterm in Linearfaktoren zerlegt:

f(x) = 0,4 (X — V26 ) (x + /26 ) (10 x — 51)

Aufgabe 34

Grundsatzlich:
Man kann keine Aussage Uber die Zahl der Nullstellen treffen!
Man setzt ferner voraus, dass der Bildausschnitt alle ,interessanten® Teile des Polynoms zeigt!

a) quadratische Funktion, nach oben gedffnet, Minimum bei x = 2

b) quadratische Funktion, nach unten gedffnet, Maximum bei x = 3

c) Polynom dritten Grades, Minimum bei x = 1, Maximum bei x = 4, Wendestelle bei x = 2,5; geht von + «
nach - «.

d) Polynom dritten Grades, keine Extremstellen, Wendestelle bei x = 2,5 (mit horizontaler Tangente); geht
von - « nach + oo ; im Vergleich zu c) flacher, d.h. der Faktor bei x° ist kleiner.

e) Gerade mit Steigung 1,5

f) Polynom vierten Grades, Minimum bei x = - 4,8 und x = - 1, Maximum bei x = - 3; Wendestellen bei
X =-4und x = - 1,8; der Graph ist nach oben geoffnet.

(Aussagen jeweils begriinden!)
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Thema 2.1: Optimierung — Einfiihrung

Dauer: 4 Stunden

Die Aufgaben zu den Sach- und Optimierungsproblemen lassen sich in drei Abschnitte unterteilen. Die ers-

ten vier Aufgaben dienen der Einflihrung in die Problematik der Optimierung. Die Fragestellungen sind ge-

eignet, um von den Schilern zunachst eigensténdig bearbeitet zu werden.

Besondere Materialien/Technologie:
SM 2.1 bis SM 2.3
DIN-A4-Blatter

Ablauf der Stunde 1

Inhalt Medien Kommentar
Einstieg:
Von den Schilern werden offene Schachteln (Aufgabe 1) erstellt | SM 2.1 Gruppenarbeit
und jeweils ihr Volumen bestimmt. Aufg. 1 Hier bietet sich auch die
Anschlielend werden die einzelnen Ergebnisse verglichen. DIN A4- ,lch-Du-Wir'-Methode
Blatt an.
Die ermittelten Werte werden in einer Tabelle an der Tafel festge- Unterrichtsgesprach
halten.
Es bieten sich unterschiedliche Wege zur Bestimmung des Extre-
mums an. Die Erganzung der Tabelle ist ein erster Schritt.
Ziel ist die funktionale Beschreibung und Extremwertbestimmung
mithilfe der ersten Ableitung.
Hausaufgabe:
SM 2.1
Aufg. 2
Ablauf der Stunden 2 bis 4
Inhalt Medien Kommentar
Besprechung der Hausaufgabe:
Sicherung des Vorgehens bei Extremwertaufgaben am Beispiel | SM 2.1 Unterrichtsgesprach
von Aufgabe 2: Aufg. 2
A(ab)=a-b Zielfunktion
30 = 2a+2b = a =202 Nebenbedingung
A(b) = 30;2b b

Festlegung des Definitionsbereichs

: ¥
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Weitere Erarbeitung:

An den A ufgaben 3 und 4 soll das Aufstellen der Extremalbe-
dingung (,Welches ist die zu optimierende GroRe?”), die
Formulierung der Zielfunktion und die Herleitung der Neben-
bedingung geubt werden.

Die Abhéangigkeit einer Funktion von zwei Variablen wird in diesem
Themenkomplex erneut aufgegriffen.

Mithilfe der Nebenbedingung wird die Abhangigkeit auf eine
Variable zurtickgefuhrt.

Beispiel Aufgabe 3:

2
A(ab)=a-b+ n(gj

U—a(1+n)
U:a+2b+n'a:>b:—2
—a(1 2
A(U,a):a.m_i_n[gj
2 2

Die Aufgabe 4 di ent der Vertiefung und Einibung des vorher
besprochenen Vorgehens.

Eine weitere mogliche Aufgabe zur Festigung des Gelernten ist die
Aufgabe 8

SM 21
Aufg. 3, 4

SM 2.3
Aufg. 8

Partnerarbeit
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Ganzrationale Funktionen

Meth./Did. Hinweise

Thema 2.2: Optimierung — Modellierung

Dauer: 3 Stunden

Der zweite Abschnitt stellt die Modellierung der Problemstellung in den Vordergrund.

Hierbei soll den Schilern der Modellierungskreislauf bewusst gemacht werden.

Besondere Materialien/Technologie:
LM 2.1 (nur bei Ausweitung des Themas Verpackungen)
SM 2.1 und SM 2.2

Dosen, Milchtiten ohne Giebel, Netze von Quader (aufgeschnittene Milchtiite) und Zylinder

Ablauf der Stunden 5 bis 7

Inhalt Medien Kommentar
Erarbeitung:
Modellierung und Optimierung einer Dachrinne
Aufgabe 5:
Die Suche nach der maximalen Querschnittsflache A kann nun auf | SM 2.1 Partnerarbeit
unterschiedliche Arten angegangen werden. Aufg. 5 Hier bietet sich auch die
e Ausprobieren verschiedener Werte fiir die Breite der Rinne und ,Ich-Du-Wir‘-Methode an.
Bestimmung des zugehorigen Flacheninhalts und grafische
Darstellung der Wertepaare
o Systematische Suche mithilfe einer Wertetabelle bei Verringe-
rung der Schrittweite
e Grafische Darstellung der Funktion A bei fest gewahlter Breite
des Blechstreifens und Bestimmung des Maximums mithilfe des
Maximum-Befehls im ,Math‘-Menu (F5)
e Bestimmung der Maximums mithilfe der 1. Ableitung fur belie-
bige Blechbreite
Bei der Bearbeitung der Aufgaben 6 und 7 wird das Vorgehen bei | SM 2.2 Partnerarbeit
einer Modellierungsaufgabe eingetibt. Aufg. 6,7 | Unterrichtsgesprach
Zur Visualisierung sollten bei der Dose und der Milchtiite Netze der | Dosen,
Korper im Original oder als Tafelbild einbezogen werden. Zur Ver- | Milchtiten
einfachung sollten Milchtiiten ohne Giebel verwendet werden. Der und
Netze

erste Modellierungsschritt wird sich einer idealisierten, quaderfor-
migen Milchtite bedienen, erst im zweiten Schritt werden die Kle-
befalze und ,Zipfel* beriicksichtigt. Eine Milchtiite mit rechteckiger
Grundflache fihrt zu einer Oberflachenfunktion mit zwei Variablen
und erfordert spezielle Lésungsstrategien.

Bei den Modellierungsschritten sollte den Schilerinnen und Schi-
lern die im nachfolgenden Diagramm dargestellte Vorgehensweise

erneut bewusst gemacht werden.

: ¥
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Meth./Did. Hinweise

Ganzrationale Funktionen

Modellierungskreislauf

idealisieren
reale Situation reales Modell

AN Realitat

validieren Mathematik X /mathematisieren
mathemaisches mathematisches
Resultat Modell

math. arbeiten

Dabei muss im Unterricht herausgearbeitet werden, dass ein ma-
thematisches Modell immer nur einen Teilaspekt der Realitat abbil-
det. Die mithilfe des Modells gefunden Ergebnisse miissen somit
immer an der Realitat Uberprift werden. Gegebenenfalls muss das
Modell verbessert werden und eine erneute Uberpriifung der jetzt
erhaltenen Ergebnisse stattfinden. Es kann notwendig sein, diesen

Vorgang mehrfach zu wiederholen.

Alternative Behandlung der Aufg. 6 und 7:

Die Problemstellungen lassen sich zu einem kleinen Projekt ,Ver-

packungen’ ausweiten. Hier sollte dann auch Zeit eingeplant wer-

den fiir die Uberlegungen:

o asthetische Aspekte, Handhabung (in-die-Hand-nehmen) und
Platz fur Produktaufdruck

e Art des verpackten Produkts (Spargelstangen oder Erbsen,
lange Wiirstchen oder Butterkekse)

¢ Produktionsverfahren (Druckbahnen und Tiefziehen)

e Transport der Verpackungen auf Trays und Paletten.

LM 2.1

Projekt

© T3 Deutschland w.
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Ganzrationale Funktionen Meth./Did. Hinweise

LM 2.1 Cola-Dose

Antwort von Coca-Cola auf eine Schiileranfrage

... wir beziehen uns hiermit auf lhren Brief vom 9. September 1996 und méchten uns zunachst bei
Ihnen als Vertreter Ihres Mathematikleistungskurses fir Ihr Interesse an den Produkten unseres
Hauses bedanken.

Wir haben Ihre beigefligten Unterlagen durchgesehen und mdéchten dazu wie folgt Stellung neh-
men:

Sie gehen bei |hren Berechnungen von einem rein zylindrischen Behaltnis mit glattem Boden so-
wie einer glatten Deckelflache aus und kommen daher auf ein Volumen von 350 ml. Wenn Sie sich
die derzeit im Markt befindlichen Dosen ansehen, so werden Sie feststellen, dass diese eine Wol-
bung am Boden sowie eine leichte Wolbung am Dosendeckel aufweisen. Unter Berlcksichtigung
dieser beiden Aspekte hat die Dose ein eigentliches Volumen (wir bezeichnen es als Randvollvo-
lumen) von ca. 342 ml, also deutlich geringer als das von lhnen berechnete Volumen.

Der gewdlbte Boden sowie der leicht gewdlbte Deckel sind erforderlich, um Druckschwankungen
auszugleichen, ohne dass es zu Beschadigungen einer Dose kommt. Bei kohlensaurehaltigen Ge-
tranken ist der Innendruck abhangig von der Temperatur, das heilt, bei héheren Temperaturen
steigt der Innendruck an.

In lhrer Berechnung gehen Sie von einem volumenoptimierten Behaltnis aus, was grundsatzlich
richtig und auch zu begrifien ist. Die Volumenoptimierung alleine ist jedoch nicht unbedingt ein In-
diz dafiir, dass auch ein optimaler Materialverbrauch gewahrleistet ist. Aufgrund der bestehenden
Fertigungsverfahren fir Leerdosen (Ziehen des Dosenbleches) hat sich die jetzige Dosenform,
welche Ubrigens von der gesamten Industrie eingesetzt wird, als extrem glnstig erwiesen. Bei dem
von lhnen errechneten zylindrischen Dosenkérper mit glattem Boden und glattem Dosendeckel
missten dickere Bleche eingesetzt werden, um die gleiche Stabilitdt zu gewahrleisten wie bei der
von uns verwendeten Dosenform. Dadurch wird ein héherer Materialverbrauch verursacht.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die optimale Auslastung der zum Vertrieb eingesetzten Paletten.
Wichtig zu erwahnen ist hierbei, dass der Handel aus Logistikgrinden (Transport, Lagerung,
Kosten, etc.) keine extremen Palettenunterstande und auf gar keinen Fall Paletteniberhange dul-
det. FUr uns bedeutet das, dass wir eine optimale Auslastung der zur Verfligung stehenden Flache
einer Palette von 1200 mm x 800 mm (Euro-Palette) garantieren miissen. Bei der von uns einge-
setzten Dosenform ist dieses unter Berucksichtigung der zur Verpackung eingesetzten Kartonagen
(Trays) gewahrleistet. Es werden insgesamt 216 Dosen pro Palettenlage untergebracht.

Bei der von Ihnen vorgeschlagenen Dose kommen wir nur auf ca. 150 Dosen pro Palettenlage.
Dabei wurde die Palette nicht optimal ausgelastet.

Wir hoffen, dass lhnen unsere Ausfiihrungen verstandlich machen konnten, welche Faktoren mit
flr den Einsatz der heutzutage verwendeten Dosenform verantwortlich sind.

Sollten Sie weitere Riickfragen haben, so kdnnen Sie sich selbstverstandlich an uns wenden.
Mit freundlichen Grifzen

COCA-COLA GmbH
Offentlichkeitsarbeit Essen, 27. September 1996

(Quelle: www.mathekiste.de)

76 m. © T? Deutschland



Meth./Did. Hinweise Ganzrationale Funktionen

Thema 2.3: Optimierung - Ubung und Vertiefung Dauer: 4 Stunden

Im dritten Abschnitt finden sich vermischte Ubungsaufgaben. Die Aufgaben aus unterschiedlichen Sachzu-

sammenhangen dienen zur Festigung und zur Vertiefung.

Besondere Materialien/Technologie:
SM 2.3 bis SM 2.5

Ablauf der Stunden 8 bis 12

Inhalt Medien Kommentar
Ubung:

Aufgaben aus unterschiedlichen Sachzusammenhangen dienen SM 2.3

zur Ubung. bis

Hierbei gilt: SM 2.5

Aufgaben 9, 10, 11 und 13 sind Beispiele aus der Wirtschaft Aufg.

Aufgaben 8, 12, 14 und 15 sind Beispiele aus dem Alltag 9-18

Aufgaben 16, 17 und 18 betonen den funktionalen Aspekt.

Eine geeignete Auswabhl ist in das Ermessen des unterrichtenden
Kollegen gestellt und sollte nach dem Interesse und dem Leis-
tungsvermaogen der Schiiler erfolgen.

Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass alle drei Bereiche im Un-

terricht angesprochen werden.

Lésungshinweis zu Aufg. 18:
Geeignetist y=a-x> +b-x?

(c =0 und d = 0 wegen Maximum in (0|0)).
Wegen y = x?-(a-x+b) ist ferner & = —2.
a

Minimum bei v liefert fir die 1. Ableitung:
b 2
-——==e

O=v(Bav+2b)ov=—=
3a 3
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Ganzrationale Funktionen Wissensspeicher

3. Wissensspeicher

Zunahme- oder Abnahmeprozesse werden als Wachstumsvorgange bezeichnet.

Wachstumsvorgange kdnnen rekursiv oder explizit beschrieben werden. Die Darstellung gibt an, wie sich
die wachsende Grofde pro Zeiteinheit (z. B. in einem Jahr oder an einem Tag) verandert.

Durch die Darstellung ergibt sich eine Folge von Werten u(0), u(1), u(2), ... .

u(0) ist der Startwert der Folge, u(1), u(2), ... nennt man erstes, zweites, ... Folgenglied.

Definition einer ganzrationalen Funktion

Eine Funktion mit einer Gleichung der Art

f(x)=an - X" +an_¢- X" +...+a, - X% + a4 - X +aq Mit einer natiirlichen Zahl n

heillt ganzrationale Funktion vom Grad n.
Den Funktionsterm nennt man Polynom. Die Zahlen aq, ..., a, nennt man Koeffizienten des Polynoms.
Beispiel: f(x) = 3-x3 + 2-x+1; Koeffizienten: a;=3; a,=0; a;=2; ap=1 Grad: 3

Vielfachheit von Nullstellen 1 Fer Few 1 FEw 1F?

B &
= |Zoam|Trace[Regraph|Math|Draw] -

Kommen die zu Nullstellen gehérigen Linearfaktoren
mehrfach vor, so spricht man von mehrfachen Nullstellen
oder von der Vielfachheit der Nullstellen. Die Vielfachheit
entscheidet darlber, ob es bei der Funktion zu einem
Vorzeichenwechsel (VZW) kommt oder nicht.

MAIN KAD AUTO FUNC

Beispiel: f(x) = (x+2)% - (x+1)- x>

=_1 heilt einfache Nullstelle einfache Nullstelle -1:  Schnittpunkt (VZW)

(Vielfachheit/Exponent 1) doppelte Nullstelle -2:  Berlhrpunkt (kein VZW)
x =-2 heillt doppelte Nullstelle dreifache Nullstelle 0:  Schnittpunkt (VZW) mit
(Vielfachheit/Exponent 2) waagerechter Tangente

x =0 heil3t dreifache Nullstelle
(Vielfachheit/Exponent 3)

Anzahl der Nullstellen

Sei f eine ganzrationale Funktion mit dem Grad n.
e Zu jeder Nullstelle gehort ein Linearfaktor. Also gibt es héchstens n Nullstellen fur f.

e | 3sst sich der Term von f als Produkt von Linearfaktoren schreiben, spricht man bei diesem Produkt
von einer Linearfaktorzerlegung.

e Gibt es mehrfache Nullstellen, ist die Zahl der Nullstellen kleiner als der Grad n.
e Lasst sich der Term nicht vollstandig in Linearfaktoren zerlegen, dann gibt es weniger als n Nullstellen.
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Wissensspeicher

Ganzrationale Funktionen

Symmetrie
Gilt fur alle x: f(—x) =f(x), so ist der Graph der Gilt fur alle x: f(—x) = —f(x), so ist der Graph der
Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse. Funktion f punktsymmetrisch zum Ursprung.
y
f(x) - o
X

S *é %)

Ist f eine ganzrationale Funktion, so ist der Graph Ist f eine ganzrationale Funktion, so ist der Graph
zu f achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn im  zu f punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn im
Term von f nur Potenzen von x mit geradem Ex-  Term von f nur Potenzen von x mit ungeradem

ponenten vorkommen.

Globalverlauf

Exponenten vorkommen.

Fir das Verhalten der Funktionswerte flir x - o und X — — einer ganzrationalen Funktionen f mit

f(x)=a X" +a, X" +..+ax +agx?;

folgende vier Falle zu unterscheiden:

yi

X
n gerade, a, >0
f(x) > o0 flir x —» o
f(x) > o0 fir x —» —o
Y
X

n ungerade, a{n >0
f(x) > o0 flir x —> o
f(x) > —o flir x » —o

© T3 Deutschland

a, = 0, das man auch den Globalverlauf der Funktion nennt, sind

X
n gerade, a, <0
f(x) > —o0 flr x >
f(X) > —o flr x — o
Yy
X

n ungerade, a_n <0
f(x) > o0 fur x > —
f(Xx) > —o0 flr x >

79
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Ganzrationale Funktionen

Wissensspeicher

Extremstellen-Casting

1. Kandidatensuche (notwendige Bedingung)
Die Losung(en) von f'(x)=0liefern die mdéglichen
Kandidaten fur Extremstellen, d.h. man bestimmt
die Nullstellen der Ableitungsfunktion,

2. Kandidatenauswahl m
(Vorzeichenwechselkriterium
Wechselt die Ableitungsfunktion an der Nullstelle a
das
e Vorzeichen von Plus (+) zu Minus (-), dann hat

der Graph der Ausgangsfunktion einen Hoch-
punkt.
¢ Vorzeichen von Minus (-) zu Plus (+), dann hat
der Graph der Ausgangsfunktion einen Tiefpunkt.
e Vorzeichen nicht, dann liegt keine Extremstelle

vor.
Wendestellen W | ]
An den Wendestellen des Ausgangsgraphen hat der r /
Ableitungsgraph jeweils einen Hoch- oder Tiefpunkt. (x] J
Suche nach dem Verfahren des Extremstellen- "'-K - ,-"'
Castings die Extremstellen der Ableitungsfunktion. - -
o
:II I
|
£ (x
Ilf. z-

Modellierungskreislauf

idealisieren

reale Situation reales Modell
AN Realitat
validieren . mathematisieren
Mathematik X/
mathematisches mathematisches
Resultat Modell
math. arbeiten

: ¥
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Selbsteinschatzung Ganzrationale Funktionen

4. Selbsteinschatzung

Schatze deine Kenntnisse ein und mache ein Kreuz in der entsprechenden Spalte.

kann ich muss ich ich brau-
Ich kann noch .
gut .. che Hilfe

tiiben

e Dbei einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades die h6chstmdgliche
Anzahl von Nullstellen erkennen.

Beispiel: f(x)=2x* +7x3 + 5x2

e Dbei einem faktorisierten Funktionsterm die Nullstellen der Funktion
und deren Vielfachheit angeben.

Beispiel: f(x) = (2x —3)-(x +5)2 - x

¢ in einfachen Féllen fUr ganzrationale Funktionen die Linearfaktor-
zerlegung durchfihren und die Nullstellen der Funktion angeben.

Beispiel: f(x) = X2 +4x2 +4x

e in geeigneten Fallen die Linearfaktorzerlegung ganzrationaler
Funktionen mit dem TC durchfiihren.

Beispiel: f(x) = 3x* - 6x° - 24x° + 54x - 27

e den Zusammenhang zwischen der Vielfachheit einer Nullstelle und
dem Verlauf des Graphen in der Umgebung dieser Nullstelle be-
schreiben.

Beispiel: f(x) = (x+2)> - (x = 1)? - (x + 3)

o flir eine gegebene Funktion die moglichen Extremstellen mithilfe
der ersten Ableitung bestimmen.

Beispiel: f(x) =0,25x* —1,5x% +2x + 3

o mithilfe des VZW-Kriteriums die Existenz und Art von Extrempunk-
ten nachweisen.

Beispiel: f(x) =0,25x* —1,5x% + 2x + 3

e die Bedeutung des Grades des Polynoms fiir den globalen Verlauf
des Funktionsgraphen nennen.

e Achsensymmetrie (zur y-Achse) und Punktsymmetrie (zum Ur-
sprung) anhand des Polynoms rechnerisch nachweisen.

Beispiele: f(x)=x> —x-5 ; g(x)=x*-2x?+1; h(x)=x3 -x

e zu Extremwertproblemen fir die zu optimierende GroR3e eine Ziel-
funktion aufstellen.

e in der Zielfunktion die Variablenanzahl mithilfe von Neben-
bedingungen reduzieren.

o Extremwerte und -stellen bestimmen.

¢ Wendestellen bestimmen.
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Ganzrationale Funktionen Lernprotokoll

5. Lernprotokoll

Lernprotokoll 1 — Ganzrationale Funktionen

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehal-
ten werden. Somit dient es dir zur Kontrolle deines eigenen Lernzuwachses. Bearbeite dazu die folgenden
Aufgaben.

1. Gib unterschiedliche Darstellungsformen einer ganzrationalen Funktion an und erlautere Vorteile der
jeweiligen Darstellungsform.

2. Erlautere, wie viele Nullstellen eine ganzrationale Funktion vierten Grades haben kann und gib je ein
Beispiel fur eine ganzrationale Funktion vierten Grades mit 4 bzw. mit einer Nullstelle(n) an.

3. Erlautere den Zusammenhang zwischen der Extremstelle einer Funktion und der Ableitung der Funk-
tion an dieser Stelle und in der Umgebung.

4. Zeige an einem Beispiel, dass Nullstellen der ersten Ableitung (Kandidaten) nicht immer Extremstellen
der Funktion kennzeichnen.

5. Erlautere an Beispielen den Zusammenhang zwischen dem Grad einer ganzrationalen Funktion und
dem Symmetrieverhalten dieser Funktion.

Lernprotokoll 2 — Ganzrationale Funktionen — Optimierungsprobleme

Im Lernprotokoll soll in kurzer schriftlicher Form das wesentlich Neue der vergangenen Stunde festgehalten
werden. Somit dient es dir zur Kontrolle deines eigenen Lernzuwachses.

Erlautere an dem folgenden Beispiel die Vorgehensweise bei der Lésung eines Optimierungsproblems:

1. Veranschauliche das Problem durch eine Skizze.

2. Stelle fur die zu optimierende Grole eine Zielfunktion mit geeignetem Definitionsbereich auf. Erlautere
die Variablenwahl.

3. Gib Nebenbedingungen an und erlautere, inwieweit diese Nebenbedingungen zur Lésung des Problems
beitragen.

4. Erlautere die abschlielende Lésungsstrategie.
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Kopfibungen

Ganzrationale Funktionen

6. Kopfiibungen

Berechne 162 —28.

Eine Seitenhalbierende im Dreieck wird durch S im Verhaltnis 1:2 geteilt.

S = Schnittpkt. der

2. | Wie konstruiert man S? Wie lang sind die Teilstrecken, in die eine Seiten- Seitenhalbierenden.
halbierende s, = 12 cm geteilt wird? 4 cmund 8 cm
3. Ldse die Gleichung: 3-(2x-7)=9. x=5
4 Ein Preis ist von 50 € auf 60 € gestiegen. Um wie viel Prozent ist der Preis 20 %
" | gestiegen? ?
5. Berechne den Mittelwert von 4; 6; 8;10. 7
6 Wie groly ist die Wahrscheinlichkeit aus einem Skatspiel ein Ass zu 4
' ziehen? 32
7. | (0,5x-2y) = 0,25x2 — 2xy + 4y°
Berechne b.
8. b 10 6
8
9. | Bilde die Ableitung zu f(x) = 0,5x* +3x% -5. f'(x) = 2x3 + 6x
3
10. | Berechne 3 von 24. 9

© T 3 Deutschland
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Ganzrationale Funktionen Kopfibungen
1. | Schreibe in kg: 2,03 t. 2030 kg
2. Berechne: 15-14 = 210
3 Eine verschobene Normalparabel hat den Scheitelpunkt S(-2|-3). F(x) = o2 _3
' Bestimme die Funktionsgleichung der Parabel. (x)=(x+2)" -
4. Gib in Prozent an: 0,004. 0,4 %
5. Bestimme drei Nullstellen der Funktion f mit f(x) = -3 sin(2x). x =k g keZ
6 Einem Quadrat mit a = 5 cm ist ein mdglichst grof3er Kreis einbeschrieben. A .25
' Mit welcher Formel Iasst sich seine FlachengréRe berechnen? =ns
7. | Lose die Gleichung 4-x-x2 =0. x =0 oder x = 4
I . ” . . . . .
8. [_)|e funfstelllge Zahl 30477? soll durch 3 teilbar sein. Bestimme eine mdg 1 oder 4 oder 7
liche letzte Ziffer.
9 Ein Kapital von 500 € v erzinst sich mit 3,5 %. Mit welchem Term ist das 500 - 1 035°
' Guthaben nach 6 Jahren zu berechnen? -
10. | 3,99€+7,99€+345€ 15,43 €
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Kopfibungen

Ganzrationale Funktionen

Gib die Steigung der Geraden an, die durch die Punkte P, (2| 4) und P, Ay 10-4 6
1. o m=s—41b=—_=—=2
(51 10) verlauft. Ax 5-2 3
5 5.000 € werden mit 4 % verzinst. Wie viel Zinsen erhalt man nach drei 200 € pro Jahr
" | Monaten? 50 € fUr drei Monate
3 In einem Bus sitzen 39 Personen. Das Verhéltnis von Frauen zu Man- 2.30 -18
) nern ist 3:2. Wie viele Frauen sind in dem Bus? 5 B
4. i+1 = 21
5 20
5 [ 2.1_ 18 _33_36
5 2 5 5
(a+b)2 =a? +2ab +b?
6. Schreibe die drei binomischen Formeln auf. (a - b)2 —a% —2ab+b?
(a—b)~(a+b)=a2 -p?
7. | Gib die Symmetrieachse an. f(x)=3-(x+ 2)2 -1. X=-2
45 45
8. | Berechne: V45 :/5 . £=4/—=\/§=3
J5 5
. . . . . . . . . Primzahlen: 2, 3, 5
9 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, beim Wiirfeln eine Primzahl zu wer- 3 1
" | den? —=—
6 2
10. | Berechne den Mittelwert: 4, 6, -8, 10, 13. (4+6-8+10+13):5=5
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Ganzrationale Funktionen Kopfibungen

1. Schreibe als Wurzel f(x) = x . f(x) = Jx®
. . . X-(x+1)=0
2. L die Gleich 2 =0.
ose die Gleichung x“+x=0 % = 0 oder x = -1
x_4
5 10 5 10
3. —=— 4.5
x 4 x=29_»o
10
1 m2 =100 dm?
. = 10000 cm?
. 2 2
4. Rechne um: 750 cm? in m2. 750 cm? = 0,0750 cm?
= 0,075 cm?
Der Punkt A (-7 | 4) wird an der x-Achse gespiegelt. Gib die Ko- ,
5. . , A (-7|-4)
ordinaten von A’ an.
6. Schreibe 70 als ein Produkt von Primzahlen. 70=2-35=2.5-7
7 Claudia hat fir den normalerweise 80 € teuren MP3-Player 16 € | 8 € entsprechen 10 %
' weniger bezahlt. Wie viel Prozent Rabatt hat sie erhalten? 16 € entsprechen 20 %
8. Berechne 182 + 112, 324 + 121 = 445
2 Hamster 14 Tage
9 Fir 2 Hamster reicht das Futter 14 Tage. Es kommen | 1 Hamster 28 Tage
' 5 Hamster dazu. Wie lange reicht das Futter? 7 Hamster 4 Tage
Antiproportionalitat
-1
0,125 = 3
8-fache von % ist 1
10. Berechne das 12-fache von 0,125. ]
4-fache von 1 ist0,5
12-fache von % ist 1,5
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Rechnerfreie Aufgaben Ganzrationale Funktionen

6. Rechnerfreie Aufgaben
Aufgabe 1

a) Bestimme den Grad, die Nullstellen und das Verhalten fiir x — 0.

b) Skizziere mit diesen Informationen einen mdglichen Verlauf der Graphen in verschiedenen Farben.

() f(x)=-(x-3)-(x+2)-x
(I g(x)=(x=1)-(x+4)-(x* +3)

() h(x) = x* —9x?

Grad Nullstellen Verhalten x — +o

Verhalten x — —o

Aufgabe 2

a) Untersuche f(x) = x® —12x auf Extremstellen.

b) Die Funktion f hat den Ableitungsterm f'(x)=(x+2)*-(x-3)-(x—5). Begriinde fiir alle mdglichen

Extremstellen, ob ein Minimum oder Maximum oder keines von beiden vorliegt.

Aufgabe 3
Der Graph zeigt einen Ausschnitt des Ableitungsgraphen vl

einer Funktion f. Mache mdglichst viele Aussagen Uber die
zugehorige Ausgangsfunktion f. Begriinde deine Aussagen.

© T 3 Deutschland ”.
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Ganzrationale Funktionen

Klassenarbeitsaufgaben

7. Klassenarbeitsaufgaben

Aufgabe 1

a) Angenommen, es handelt sich in jedem der unten abgebildeten Falle um eine ganzrationale Funktion.
Welchen Grad muss diese jeweils mindestens haben? Begriinde!
b) Gib einen Funktionsterm flr eine ganzrationale Funktion mit einem solchen Graphen an.

(N

i

(11 1

Aufgabe 2

Gib jeweils eine ganzrationale Funktion an, die die folgenden Eigenschaften besitzt.

Funktion f ...

Funktion g ...

Funktion h...

e hat eine Berlhrstelle mit der
x-Achse bei x = 2.

e hat eine weitere Nullstelle bei

e hat eine Nullstelle mit Vorzei-
chenwechsel und waage-
rechter Tangente bei

e besitzt keine Nullstellen.
e st y-achsensymmetrisch.

x = 0. x=1.
e besitzt keine weitere Null-
stelle und den Grad 5.
Aufgabe 3

Untersuche mithilfe des Vorzeichenwechselkriteriums die folgenden Funktionen auf Extremstellen.

a) f(x) = x> —12x

Aufgabe 4

s 4
b) f(x)=x -3

1
XX +—x2+2

Abschnitten.

a) Skizziere zu dem angegebenen Funktionsgra-
phen den Graph der Ableitungsfunktion. Erldu-
tere deine Skizze an ausgewahlten Punkten und

b) Skizziere zu dem angegebenen Graphen der
Ableitungsfunktion den Graphen einer mdgli-
chen Ausgangsfunktion und erldutere deine
Skizze an ausgewahlten Punkten.

88
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Klassenarbeitsaufgaben Ganzrationale Funktionen

Aufgabe 5

Eine Klasse hat ein Modell fir den Materialverbrauch
bei der Herstellung einer Cola-Dose (Inhalt 330 cm®)
aufgestellt.

Der gefundene Term der Oberflachenfunktion O und
der zugehorige Graph sind hier dargestellt.

o(r) = 2xr? +@ ,rincm, O in cm?
r

a) Erlautere den Begriff ,mathematisches Modell‘.
b) Beschreibe den Graphen vor dem Hintergrund der

Situation. Skizziere zu den drei angegebenen 1 -
Punkten eine passende Dosenform und begriinde
diese.

Aufgabe 6

Ein Sportstadion, das aus einer rechteckigen Spielflache mit

zwei angesetzten Halbkreisen besteht und einen Umfang von
400 m hat, soll so angelegt werden, dass das Spielfeld A
eine maximale Flache hat. y i
Vergleiche deine Berechnung mit den Normmalfen fir Ful3-

ball-Bundesligaspiele:
Om<a<115mund 45m<b<75m_

Aufgabe 7

Abgebildet ist der Querschnitt einer Eisenbahnbriicke, unter
der eine zweispurige Strale durchfihrt. e
Der Briickenbogen wird bei geeigneter Wahl des Koordinaten- EaT AT TR A .
systems durch eine Parabel der Form a-x’ +b beschrieben. s g = ===
Auf beiden Seiten der Stral3e befindet sich je ein 1 m breiter =g T L
und um 10 cm erhdhter FuBweg.

a) Zeichne das Koordinatensystem in die Skizze. — 2
b) Formuliere die Bedingungen fiir die gesuchte Funktion. [ T m
c) Fur welche maximale Durchfahrtshéhe darf die Durchfahrt

freigegeben werden.
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Anderungsraten und Ableitungsfunktionen / Ganzrationale Funktionen

TC-Hilfen

Was willst Du?

Was tust Du?

Was siehst Du?

Hinweise

Ableitung einer Funktion bestim-

Im ,Calc’-Menu (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:

Die unabhangige Variable muss

Eingabe: d(Funktionsterm,x)| x=Stelle

™2 wdlw=3

HMAIN EAD EXACT ZEQ 1730

) X i . . . 2342454 -4) Et+5 e ur .
men, nicht unbedingt mit der Vari- 1:d( differentiate h nicht immer x sein. Man erkennt
ablen x .ﬁ_,.m_.x& 3oax? die Variable am so genannten
Eingabe: d(Funktionsterm,Variable) .W?N.L Zoat WN_ﬂmﬂm::m_ dx, bzw. da, bzw. dt,
d{a 2%t ad )
AN FAD EXACT SEQ A0
Ableitung an einer Stelle Im ,Calc’-Menu (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:
1: d( differentiate . %Tmu |x=3 "

Ableitung einer allgemeinen
Funktion

Im ,Calc’-Menu (F2) des ,Home’-
Fensters die Nummer 1 auswahlen:

1:d( differentiate

Eingabe: d(Funktionsterm,x)

= (hix)

s hea) 6

= (s + i)

(e

)

(00 + L iheo)

FCh OO H e x|

AN EAD EHACT SEQ 3/30

Hier werden die Ableitungen der
allgemeinen Funktionen h und w
berechnet.

Der letzte Ausdruck liefert die
Summenregel

(h(x) + w(x))" = h(x)" + w(x)".
Der Rechner als Formelsamm-
lung.
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Kopfibungen

Das solist Du im Kopf konnen

Aufgabe 1
a) Berechne 162 -2°.
b) Eine Seitenhalbierende im Dreieck wird durch S im Verhaltnis 1:2 geteilt.

Wie ;onstruiert man S? Wie lang sind die Teilstrecken, in die eine Seitenhalbierende s, = 12 cm geteilt
c) rlcl)r:e die Gleichung: 3-(2x-7)=9
d) Ein Preis ist von 50 € auf 60 € gestiegen. Um wie viel Prozent ist der Preis gestiegen?
e) Berechne den Mittelwert von 4; 6; 8; 10.
f)  Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit aus einem Skatspiel ein Ass zu ziehen?
g) Bestimme: (0,5x —2y) =
h) Berechne b:

0
b
8

i) Bilde die Ableitung zur Funktion f mit f(x) = 0,5x* +3x* -5.
j) Berechne g von 24.
Aufgabe 2
a) Schreibe in kg: 2,03 t.
b) Berechne: 15 -14 =
c) Eine verschobene Normalparabel hat den Scheitelpunkt S(-2 | -3). Bestimme die Funktionsgleichung der

Parabel.
d) Gib in Prozent an: 0,004.
e) Bestimme drei Nullstellen der Funktion f mit f(x)=-3-sin(2x).
f) Einem Quadrat mit a = 5 cm ist ein mdglichst groRRer Kreis einbeschrieben.

Mit welcher Formel Iasst sich seine Flachengrofe berechnen?
g) Lose die Gleichung 4-x-x*=0.
h) Die flnfstellige Zahl 3047_ soll durch 3 teilbar sein. Bestimme eine mogliche letzte Ziffer.

i)

)

Ein Kapital von 500 € verzinst sich mit 3,5 %.
Mit welchem Term ist das Guthaben nach 6 Jahren zu berechnen?
Berechne: 3,99 € + 7,99 € + 3,45 €.
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Kopfibungen

Aufgabe 3
a) Gib die Steigung der Geraden an, die durch die Punkte P4(2 | 4) und P,(5 | 10) verlauft.
b) 5000 € werden mit 4 % verzinst. Wie viel Zinsen erhalt man nach drei Monaten?
¢) In einem Bus sitzen 39 Personen. Das Verhaltnis von Frauen zu Mannern ist 3:2.
Wie viele Frauen sind in dem Bus?
d) Berechne: i+ 1 =
5 4
e) Berechne: S : 1 =
5 2
f)  Schreibe die drei binomischen Formeln auf.
g) Gib die Symmetrieachse an: f(x)=3-(x+2)° —1.
h) Berechne: J45: 5
i) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, beim Wirfeln eine Primzahl zu werfen?
j) Berechne den Mittelwert: 4, 6, -8, 10, 13.
Aufgabe 4
3
a) Schreibe als Wurzel f(x)=x2.
b) Lése die Gleichung x* +x=0.
c) Lose die Gleichung S 10 .
x 4
d) Rechne um: 750 cm?in m2,
e) Der Punkt A (-7 | 4) wird an der x-Achse gespiegelt. Gib die Koordinaten von A’ an.
f) Schreibe 70 als ein Produkt von Primzahlen.
g) Claudia hat fir den 80 € teuren MP3-Player 16 € weniger bezahilt.
Wie viel Prozent Rabatt hat sie erhalten?
h) Berechne: 18 +11°
i) Fur 2 Hamster reicht das Futter 14 Tage. Es kommen 5 Hamster dazu. Wie lange reicht das Futter?
j) Berechne das 12-fache von 0,125.
94
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Basiswissen

Das ist dein Basiswissen

Mit diesem Band 9 ist CAIMERO am Ende des Jahrgangs 10 angekommen. Ein besonderer Aspekt in die-
sem Projekt ist der Einsatz des TC — auch zur Entwicklung des funktionalen Denkens. Folgende Aufgaben
aus vergangenen Banden stellen hier exemplarisch Eckpfeiler des Basiswissens dar.

Falls du Wissensliicken feststellst, findest du weitere Aufgaben in dem entsprechenden Band.

Band 1 — ,Mach den Otto zur Null’

Aufgabe 1

a) Variiere die Eingabe des Namens Otto mit verschiedenen
Rechenzeichen. Finde einen Eingabeterm, bei dem sich besonders
viel andert.

b) Erklare fur zwei deiner Variationen, welche Rechengesetze ange-
wendet wurden.

c) Paul hat beim Variieren den rechts abgebildeten Ausgabeterm

erhalten. Er fragt sich, warum das ,tt' nicht noch weiter vereinfacht EAD ALTH FIRC 1750
wird. Erklare!

Aufgabe 2

a) Mache aus Hannah die folgenden Terme:
i) a - h? i) h? + a%— n? i) n®+2a

b) Mache aus Hannah eine Null!

c) Kann man aus Hannah auch eine 1 oder eine 2 machen?

d) Erlautere anhand der Rechengesetze die Umformungen aus Teil a)

Band 1 - Flachen- und Volumenformeln

Aufgabe 1

Die Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks lautet ol e ihraloele otter Pramiolc1ean Up

Fir Fér |F3r]| Fhr FE Far
Tool5|AT3sbra|Calc|Other|FrAmi0jClean Uk

o+ttt +ao 2.0+ i

A:%-Grundseite-the:%-g-h.

Im TC soll die Formel ,adreieck’ heilen.

HMAIW

m]<2-9-kh+ adreieckig, h)

1-2%g¥h+adreieckCg. h)

DEG AUTO FUMC 1/ %0

Dot

a) Was bedeuten die eingegebenen Ausdriicke?

1 [Gd Frw | Fuw FE Faw
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up

b) Skizziere zu jedem Ausdruck ein bzw. einige Dreiecke. " adreieckI, 4)

Aufgabe 2

a) Es sollen Dreiecke mit Grundseiten der Lange 5 cm untersucht werden. Erstelle einen Term fir die

Flache dieser Dreiecke. Bestimme damit die Flache fir die Hohen 8/ 12,5/ g /23,2.

b) Betrachte die Zuordnung Héhe — Flache. Gib dazu im ,y="-Editor die Formel ein.

Um was fiir eine Art von Zuordnung handelt es sich? Begriinde.
Beantworte mit der Tabelle und/oder Graphik:

Welchen Flacheninhalt hat ein Dreieck mit der Hohe 7 cm?
Welches Dreieck hat den Flacheninhalt 40 cm?® (6 cm?® ; 100 cm?)?

© T 3 Deutschland w.

=
" adreieck(S, 17 854
® adreieckx, &) 3
B gdreieck(1l, k) 5K
" gdreieckid, 3 =
22
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Basiswissen

Band 3 - Einfiihrung linearer Funktionen(-scharen)

Aufgabe 1

Im Baustein "Terme” hast du gelernt, wie man mit dem TC
zum Beispiel Flacheninhalte verschiedener geometrischer
Figuren mithilfe einer Formel berechnen kann.

a) Begriinde geometrisch, dass

atrapez(a,c,h) = %ah + %ch

die Formel fir den Fl&cheninhalt eines Trapezes an-
gibt. 2

b) Gib die Formeln zu den unten stehenden Eintragungen an und skizziere die Zuordnungen mithilfe des
y-Editors. Erklare den Fall x = 0 geometrisch.

(1) atrapez(6,4,x) (2) atrapez(6,x,2) (3) atrapez(x,4,2)

c) Gib mindestens drei weitere Terme der oberen Art in den TC ein und notiere die TC-Ausgabe.
Welche Form haben alle ausgegebenen Terme gemeinsam?

Aufgabe 2

Gib jeweils Bedingungen fir die lineare Funktion f mit f(x)=m-x+b an, so dass
e der Graph nicht durch den 2. Quadranten verlauft.
e der Graph nurim 2. und 4. Quadranten verlauft.
e der Graph durch den 1. Quadranten verlauft.

Notiere deinen Term und lasse deinen Nachbarn kontrollieren.

Aufgabe 3

a) Katja soll das Bild auf ihrem TC zeichnen und hat folgende Eingaben gemacht. Erldutere die Eingabe
und beschreibe, was sie bewirkt. Erstelle die Zeichnung mit deinem TC.
(Hinweis: Wenn du schnell zeichnen méchtest, wahle xres=9.)

1 Fe T 1| _Few | F2 4 FE= | FE¥ [F7
v o [Z i i Foofor v f= |Z0om|Trace [Fearaph Math|Draw [«
L 5.
HEMAX=0.
wacl=1.
umin=-3.

UMaK=3.
yscl=1.
HrEs=5.

HMild E HMAlH RAD RUTO FUHC 0, MAIN RRD AUTO FUMC 0/20

b) Jetzt gibt Katja folgendes in den y-Editor ein und erhalt das rechte Bild.
Erlautere die Eingabe und die Wirkung.

1 Few | Fz. [F9 [TET]_ FET i

vE Zoom|Edit) ~|ALL|Style|s s T ]
aFLOTE

Plot 1:

us=
g2 Cxd=m¥x—1Im={"2,."1. 0,123
FMAIN ERD ALTO FUMC 0/20 MHMAIN EAD AUTO FUMC 0/ 20
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Basiswissen

Band 5 — ,Graphenlaboratorien’
Graphenlaboratorium 1
Die ,Mutter aller Parabeln’ ist die Normalparabel y(x) = X2

Sie ergibt sich aus der allgemeinen Form f(x)=a-x*+b-x+c,wennmana =1, b =0 und ¢ = 0 setzt.

Untersuche, wie sich der Graph der Funktion im Vergleich zur Normalparabel dndert, wenn man die Para-
meter variiert. Denke daran, die Parameter nur einzeln zu variieren. Beginne mit dem Parameter ¢ bei kon-

stanten Parametern b und c. Fiihre dann auf &hnliche Weise eine Untersuchung von f(x)=a-x* fir den
Parameter a durch. Untersuche danach den Einfluss des Parameters b.

Graphenlaboratorium 2
Die ,Mutter aller Parabeln’ ist die Normalparabel y(x) = x°.
Sie ergibt sich aus der faktorisierten Form f(x)=a-(x—-m)-(x—-n),wennmana =1, m =0 und n = 0 setzt.

Untersuche, wie sich der Graph der Funktion im Vergleich zur Normalparabel dndert, wenn man die Para-
meter variiert. Denke daran, die Parameter nur einzeln zu variieren.

Graphenlaboratorium 3

Untersuche die Scheitelpunktform y(x)=a-(x —d)2 + e . Benutze zur Untersuchung das Makro ,par(x,d,e)’.
Vorsicht, der TC multipliziert sofort aus, du kannst also
n(x-d)2+e+parix.d, e Done nach der Eingabe von par(x,4,-2) nicht mehr erkennen,
. parcy, 4, -2) w2 Bt 14 dass es sich um die Formy(x)=(x—-4)> -2 handelt

(d=4e=-2).

HMAIN DEG EXACT FUHC z/Z0

Nachfolgend ein Beispiel, wie man mit dem TC mit einer Eingabe Funktionen mit verschiedenen Parameter-
werten erzeugen kann.

yi(x)=(x-1)*-8
y,(x) =par(x,1,e)| e={-8,15} > Y, (X) = (x=1)° +1
yi(x)=(x=1*+5

A

Aufgabe 1

Bestimme die Parameter d und e in par(x,d,e), so dass fur den Scheitelpunkt S gilt:
a) S(-31]5).
b) S(6]-3).

c) Beide Koordinaten des Scheitelpunktes sind gleich.
d) Die x-Koordinate des Scheitelpunktes ist doppelt so gro3 wie die y-Koordinate.

Aufgabe 2
Begriinde: Die Scheitelpunkte aller Parabeln mit y(x) = (x —d)? + d liegen auf der Ursprungsgeraden.

1w Fer Tipps:
hd {— Zoor — Benutze par(x,d,d).
xmin= =10, — Wabhle flr d verschiedene Werte.
®max=10. !
#scl=1. — du kannst auch die Ursprungsge-

ymin=-10. rade einzeichnen.
umax=10.
uscl=1.
®PrEs=0.

Aufgabe 8

Erzeuge mit par(x,d,e) Parabeln, deren Scheitelpunkte auf der
— Geraden mit y = 2x liegen,
— Geraden mit der Gleichung y =-2x +1,

— Parabel mit der Gleichung y = X2 liegen.
Begriinde jeweils dein Vorgehen.

© T 3 Deutschland w.
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Basiswissen

Band 7 — ,Funktionenzoo*

Aufgabe 1

a) Der Grundtyp aller kubischen Funktionen ist f mit f(x) = x°. Er ergibt sich aus der allgemeinen Form
f(x)=a-(x-b)* +c ,wenn man a =1, b =0 und ¢ = 0 setzt. Untersuchen, wie sich der Graph der Funk-

tion gegenliber dem des Grundtyps andert, wenn man die Parameter a, b, ¢ variiert.

b) Die allgemeine Form einer Potenzfunktion lautet f(x)=a-(x-b)" +c.
Erlautere die Bedeutung der Werte von a, b, ¢ und n fiir den Graphen.

Aufgabe 2

Untersuche die Potenzfunktion mithilfe des Makros ,pot’: a-(x —b)k + ¢ — pot(x,k,a,b,c).

(1)  Beschreibe, welche Bedeutung die einzelnen Parameter haben.

(2) e Mit welcher Eingabe wird f(x)=2-(x-5)* -8 gebaut?

o Was bedeutet pot (1,3,1,-2,5)? Stelle eine Frage, flir deren Beantwortung diese Eingabe eine Lo-

sung liefert.

e Was musst du eingeben, um die Grundfunktionen f mit f(x) = x" zu erhalten?

e Mit welcher Eingabe kannst du den Funktionswert an der Stelle 3 von f(x)=24x"° +% berech-

nen? Uberpriife dein Ergebnis durch eine Rechnung ohne Einsatz des TC.

e Was bedeutet pot(3,4,1,0,c)? Stelle eine Frage, flir deren Beantwortung diese Eingabe eine L6-

sung liefert.

¢ Wie kann man mit pot die Schnittstellen mit der y-Achse bestimmen?

(3) a)Erlautere Edmunds Aussage. Was meinst du

zu Martens Frage?

Edmund:

Mit ,pot’ kann ich alle Funktionen, die ich bisher

kennengelernt habe, bauen!

Marten:
Ich habe aus Versehen

la-(x+b]k+c+pnt(x,a,b,c,k)

Oahe

CALIMERD DEG AUTO FUHC 1/30
eingegeben, ist das schlimm?

¢) Knobelaufgaben

b) Erklare die Ergebnisse des TC, auch das der

Eingabezeile.

|’F1 T Fer Trsv]’ r-wT 3 T FE™ T ]
TE Algebra|Calc|O0ther|PrgmldjClean Up

Bpotlx,0,a,b,c) a+c
m o, k,a, “k, o) abk+c
mpotix, k. 0,b,c) [t
mpotih,3.a,b,0c) [t
mpotix, a.b, o, k) bix-c)®+k
Epotix+hb,k,a,b,a) a-xk+a

otC1+bh k. a. b 0>

CALIMERD DEG AUTO FUNC B/20

¢ \Was muss man eingeben, um mx +b als Ausgabe zu erhalten?

¢ WWas muss man eingeben, um ax? +bx + ¢ zu erhalten?
¢ Gib drei Mdglichkeiten an, a als Ausgabe zu erhalten.

98
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Basiswissen

Band 8 — ,Funktionenlabor’

Aufgabe 1 Funktionenlabor

Untersuche die Bedeutung der Parameter im Graphen der Funktion f mit f(x,a,b,c,d) =a-sin(b(x-c))+d im
Vergleich zum Graphen der Grundfunktion g mit g(x) = sin(x).
Betrachte dazu auch die ,Funktionsmaschine’ und benenne die einzelnen Teilschritte.

Schritt 1 Schritt 2
sin(x) sin(x-c)
Y i N
\ o b
5 N
k. sin(x-c) ¢ sin(b-(x-c))
S M
Schritt 3 Schritt 4
sin(b-(x-c)) a - sin(b-(x-c))
LN [ N
\ o
5 -
; a - sin(b-(x-c)) ¢ a - sin(b-(x-c))+d
S M
Aufgabe 2

Vergleiche die beiden Terme
f(x)=a-sin(b-(x-c,))+d
f,(x)=a-sin(b-x-c,)+d

im Hinblick auf die Funktionsmaschine.

Rainer behauptet: ,Es ist egal, welchen der beiden Terme man nimmt, um das Aussehen des Graphen der
Grundfunktion g zu verandern. Die Terme sind aquivalent!®

Nimm Stellung zu seiner Behauptung.

© T 3 Deutschland
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Teilnehmerinnen und Teilnehmer, die an der Erstellung der Materialien beteiligt sind

Name

Borggreve
Breidert
Bremeier
Dierks
Glaser
Hagen
Koérner
Kronabel
Kriiger
Lampe
Pinkernell
Rohrkasten
Rolfes
Schlichting
Sperlich
Stenten-Langenbach
Stober
Suhr
Toth-Hohmann
Vehling
Weildmann
Wichmann
Wierzyk

Vorname

Peter

Lutz

Ulrich
Andreas
Torsten
Marten
Henning
Edmund
Ulf-Hermann
Hans-Ulrich
Guido
Cornelia
Rainer
Folkert
Thomas
Hans-Dieter
Torsten
Friedrich
Anja
Reimund
Karin
Achim
Barbara

Dienststelle

Gymnasium Syke

Gymnasium Himmelsthr

Gymnasium Syke

Gymnasium Himmelsthr

Niedersachsisches Kultusministerium

Gymnasium Papenburg

Studienseminar flr das Lehramt an Gymnasien Oldenburg
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